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Prólogo 


Este libro representa una introducción a la teoría de los 
métodos numéricos en la que se emplea un mínimo de 
información de tales apartados de las matemáticas como 
son el análisis, el álgebra lineal y la teoría de ecuaciones 
diferenciales. El libro ha surgido como resultado de elabora- 
ción de las conferencias dictadas por el autor durante varios 
años para los estudiantes de la facultad de matemática de 
cálculo y cibernética de la Universidad de Moscú Lomo- 
nósov. 

El contenido del libro es tradicional: interpolación 
y aproximación, integración numérica, resolución de ecua- 
ciones no lineales, métodos directos e iterativos de resolu- 
ción de los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales, 
métodos de diferencias destinados a resolver el problema 
de Cauchy y problemas de contorno para las ecuaciones 
diferenciales ordinarias. 

La aspiración del autor fue hacer la exposición compren- 
sible de la primera lectura, prestando una atención especial 
a los conceptos principales de la teoría de los métodos 
numéricos e ilustrándolos con los ejemplos más simples. 

Para la resolución numérica de varios problemas de la 
física y de la técnica descritos por las ecuaciones de la física 
matemática se emplea actualmente el método de diferencias 
finitas. Los conceptos principales de la teoría de los métodos 
de diferencias (aproximación, estabilidad, convergencia) se 
ilustran con ejemplos de esquemas de diferencias para las 
ecuaciones diferenciales ordinarias. Al aproximar las ecua- 
ciones diferenciales, obtenemos ecuaciones en diferencias 
que representan sistemas de ecuaciones lineales de orden 
superior con matrices del tipo especial (tienen muchos 
elementos nulos), por ejemplo, tridiagonales. Un papel de 
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importancia lo desempeña la elección de los métodos efecti- 
vos (directos e iterativos) para resolver los sistemas mencio- 
nados. Con este motivo en el libro se exponen los fundamen- 
tos de la teoría general de métodos iterativos. Una gran 
atención se ha dedicado a la cuestión de estabilidad de los 
cálculos en los ordenadores. En el capítulo V viene una 
exposición sencilla de la teoría de estabilidad del problema 
de Cauchy para el sistema de ecuaciones en diferencias de 
primer orden. Aquí se han obtenido las condiciones coinci- 
dentes de estabilidad necesarias y suficientes de los esque- 
mas de diferencias y, además, se ha investigado la estabili- 
dad asintótica de los esquemas de diferencias. 

En los dos últimos capítulos del libro (VI y VII) se 
analizan métodos de diferencias para resolver las ecuaciones 
elípticas y la ecuación de conductibilidad térmica. Estos 
capítulos son complementarios y permiten realizar el paso 
a la teoría de esquemas de diferencias para las ecuaciones 
en derivadas parciales. 

Una exposición más detallada de los apartados separados 
de los métodos numéricos se da en los libros: «Teoría de 
esquemas de diferencias» por Samarski A. A., «Métodos de 
resolución de las ecuaciones reticulares» por Samarski A. А., 
Níkoláev E. S., y otros que se indican en la lista al final 
del libro. 

El libro está destinado a los estudiantes de los primeros 
años que eligen como su especialidad la matemática apli- 
cada y la física matemática; este líbro puede resultar útil 
también para postgraduados y colaboradores científicos que 
estudien los métodos numéricos. 


А. А. Samarskt 


Introducción 


La aparición y el perfeccionamiento incesante de los 
ordenadores de alta velocidad han conducido a una trans- 
formación auténticamente revolucionaria de la cienci 
general y de las matemáticas, en particular. Ha 
la tecnología de las investigaciones científicas, han aume: 
tado inmensamente las posibilidades de los estudios teói 
cos, del pronóstico de procesos complejos, de la proyección: 
de las construcciones de ingeniería. Unicamente gracias a la 
aplicación de la simulación matemática y de nuevos métodos 
numéricos destinados para los ordenadores se hizo posible 
resolver grandes problemas científico-técnicos tales сото 
el dominio de la energía nuclear y la asimilación del cosmos. 

El primer gran problema, el dominio de la energía 
nuclear, requiere que se resuelva un conjunto de problemas. 
complejos de la física y mecánica (manejo dol trabajo de 
la caldera nuclear. la utilización de la energía proveniente: 
de la fisión de los núcleos de uranio, la protección de la 
irradiación penetrante, el enfriamiento de las paredes de 
reactor, el estudio de los campos térmicos y de tensiones 
elásticas en las paredes, la resolución de varios otros proble- 
mas). Todos estos problemas han de ser resueltos antes de 
que empiece a trabajar una caldera, usando para este fin 
la descripción matemática (un modelo) y realizando cálculos 
numéricos en el ordenador. El segundo gran problema con- 
sistente en la asimilación del cosmos está relacionado con 
la creación de aparatos voladores y la resolución para estos 
últimos de diferentes problemas aerodinámicos y balísticos 
(por ejemplo, el cálculo del movimiento de un cohete y la 
dirección de su vuelo). En este dominio también hay un 
conjunto de problemas complejos de la mecánica, física 
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y técnica los cuales pueden ser resueltos sólo aplicando los 
métodos numéricos. 

Indiquemos un problema más planteado ante la huma- 
nidad, esto es, la búsqueda de nuevas fuentes de energía. 
Uno de los proyectos fundamentales para obtener energía 
consiste en emplear la reacción de fusión termonuclear 
dirigida de los núcleos de deuterio y de tritio. Los recursos 
de combustible termonuclear еп іа Tierra son práctica- 
mente inagotables, mientras que los productos de reacción 
по ensucian el ambiente. No obstante, la reacción termo- 
nuclear comienza sólo en condiciones extremadas: a una 
ima temperatura (decenas y centenas de millones de 
y enorme compresión (miles de veces) del deuterio 

además, se requiere mantener la sustancia com- 
bustible en dicho estado durante un período de tiempo que 
sea suficiente para que se desarrolle Ja reacción de com- 
bustión (del síntesis). La creación de las condiciones mencio- 
nadas es un problema científico-técnico que por ahora no 
está resuelto. Existen varios proyectos destinados a calen- 
tar, comprimir y mantener el combustible termonuclear 
(plasma). Al realizarlos surge una serie de cuestiones que 
deben ser resueltas antes de proceder a la proyección de 
las instalaciones correspondientes, incluso experimentales. 
Es menester estudiar ante todo el comportamiento del 
plasma a altas temperaturas y densidades, en campos mag- 
néticos y, además, acl las condiciones bajo las cuales 
resulta posible la propia reacción de la síntesis termonuclear. 

Las investigaciones de tal índole se efectúan a base de 
la descripción matemática (modelo matemático) de los 
procesos físicos y la resolución ulterior de problemas mate- 
máticos correspondientes en el ordenador con ayuda de 
algoritmos de cálculo (computacionales). 

Hoy día podemos decir que ha surgido un método nuevo 
para la investigación teórica de los procesos complejos que 
admiten la descripción matemática: se trata de un experi- 
mento de cálculo, es decir, la investigación de los proble- 
mas científicos naturales por medio de la matemática de 
cálculo. Expliquemos la esencia de este método de investi- 
gación con un ejemplo de resolución de un problema físico. 
Supongamos que se pide estudiar cierto proceso físico. A la 
investigación matemática le precede la elección de una 


Introducción и 


aproximación física, es decir, зе debe determinar qué facto- 
res han de tomarse en consideración y cuáles pueden ser 
menospreciados. Resuelta la cuestión citada, se realiza la 
investigación del problema mediante un experimento de 
cálculo, en el que pueden distinguirse las siguientes etapas 
principales. 

En la primera etapa se elige un modelo matemático, es 
decir, la descripción aproximada del proceso en forma de 
ecuaciones algebraicas, diferenciales o integrales. Estas 
ecuaciones expresan corrientemente las leyes de conservación 
de las magnitudes físicas principales (la energía, la cantidad 
de movimiento, la masa, etc.). El modelo matemático 
obtenido ha de ser investigado recurriendo a la teoría de 
ecuaciones diferenciales. Se debe establecer si el problema 
está planteado correctamente, si los datos de partida son 
suficientes y ellos no contradicen los unos a los otros, si 
existe la solución del problema planteado y si es única 
En esta etapa se emplean los métodos de la matemática 
clásica. Hemos de señalar que muchos problemas físicos 
conducen a ciertos modelos matemáticos cuya elaboración 
teórica acaba de iniciarse. En Ja práctica nos vemos obli- 
gados a resolver problemas de la física matemática, para 
los cuales no existen teoremas de existencia y unicidad 

La segunda etapa del exporimento de cálenlo consiste en 
la construcción de un método numérico aproximado que se 
usa para resolver el problema, es decir, en la elección del 
algoritmo de cálculo. Por algoritmo de cálculo se entiende 
una sucesión de operaciones aritméticas y lógicas que ayudan 
a encontrar la solución del problema matemático formulado 
en la primera etapa. Más abajo se discutirán detalladamente 
las exigencias que se presentan a un algoritmo de cálculo 
destinado para el empleo en los ordenadores modernos. 
El presente libro está dedicado, en esencia, al estudio de 
los algoritmos de cálculo elementales. 

En la tercera etapa se lleva a cabo la programación del 
algoritmo de cálculo para el ordenador y en la cuarta etapa, 
los cálculos en el ordenador. No nos detendremos en las 
cuestiones ligadas con la programación, organización y rea- 
lización de los cálculos en el ordenador, puesto que todas 
estas cuestiones salen de los márgenes del libro. Notemos 
sólo que todas las operaciones referentes a la programación 
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deben estar en una relación estrecha con la elaboración de 
los algoritmos numéricos concretos. 

En fin, a título de la quinta etapa del experimento de 
cálculo puede indicarse el análisis de los resultados numé- 
ricos obtenidos y la precisión posterior del modelo matemá- 
tico. Puede suceder que el modelo es demasiado aproximado 
(el resultado de los cálculos no concuerda con el experimen- 
to físico) o bien el modelo es muy complejo y la solución 
puede obtenerse con una exactitud suficiente empleando 
modelos más simples. En este caso el trabajo se inicia desde 
la primera etapa, es decir, se precisa el modelo matemático 
y se repasan otra vez todas las etapas. 

Hemos de notar que un experimento de cálculo no es, 
como regla, una operación sencilla de cálculo por fórmulas 
estándar, sino, ante todo, los cálculos de toda una serie 
de variantes para diferentes modelos matemáticos. 

Ahora, fijemos nuestra atención en ciertas característ 
cas y exigencias generales concernientes a los algoritmos de 
cálculo. La elaboración e investigación de los algoritmos de 
cálculo y la aplicación de éstos a la resolución de los pro- 
blemas concretos constituyen el contenido de un gran aparta- 
do de la matemática moderna: matemática de cálculo. 

La matemática de cálculo se determina en el amplio 
sentido de este término como un apartado de las matemáti- 
cas que incluye un conjunto de cuestiones relacionadas con 
el empleo de los ordenadores; en el sentido estrecho dicho 
apartado de las matemáticas se entiende como teoría de los 
métodos numéricos y de los algoritmos para resolver los 
problemas matemáticos planteados. En lo sucesivo la 
matemática de cálculo se considerará sólo en el sentido 
estrecho. 

Hay un rasgo común para todos los métodos numéricos 
que consiste en reducir todo problema matemático a uno 
que sea de dimensión finita. Esto se consigue con mayor 
frecuencia discretizando el problema de partida, es decir, 
pasando de las funciones de un argumento continuo a las 
de argumento discreto. Discretizado el problema de partida, 
se debe construir un algoritmo de cálculo, es decir, indicar 
la sucesión de operaciones aritméticas y lógicas que se 
ejecutan en el ordenador y que proporcionan, tras un número 
finito de operaciones, la solución del problema discreto. 
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La solución obtenida del problema discreto se considera 
como solución aproximada del problema matemático de 
partida. 

Al resolvor problemas en el ordenador obtenemos siempre 
no la solución exacta del problema de partida, sino cierta 
solución aproximada. ¿A qué se debe el error que' surge? 
Pueden ser indicadas tres razones principales a consecuencia 
de las cuales surgen errores en la resolución numérica del 
problema matemático de partida. Ante todo, los datos de 
entrada del problema de partida (condiciones iniciales y de 
frontera, coeficientes y segundos miembros de las ecuaciones) 
se dan siempre con cierta inexactitud. Un error del método 
numérico condicionado por la prefijación inexacta de los 
datos de entrada suele denominarse error inevitable. Luego, 
al sustituir el problema de partida por otro problema 
discreto aparece un error que se llama error de discretización 
o, de otra forma, error del método. Por ejemplo, sustituyendo 
la derivada и’ (z) por una razón de diferencias (и (= + Àz) — 
— u (2))/ Ах, cometemos un error de discretización que 
para Az — 0 tiene el orden Az. Finalmente, el orden finito 
de los números que se suministran al ordenador lleva a errores 
de redondeo que pueden acumularse en el transcurso de los 
cálculos. Es natural exigir que los errores en la prefijación 
de la información inicial y el error que surge como resultado 
de discretización sean concordados con el error de la solu- 
ción del problema discreto en el ordenador. 

De lo dicho proviene que la exigencia principal que se 
levanta ante el algoritmo de cálculo es exactitud. Dicha 
exigencia quiere decir que el algoritmo de cálculo debe 
asegurar la solución del problema de partida con la ezactitup 
prefijada e > 0, realizadas un número finito Q (є) de ope- 
raciones. El algoritmo ha de ser realizable, es decir, debe 
proporcionar la solución del problema en tiempo de máquina 
admisible. Para la mayoría de los algoritmos el tiempo que 
se necesita para resolver el problema (volumen de los cálcu- 
los) Q (e) crece al aumentar la exactitud, es decir, cuando 
disminuye e. Por supuesto, se puede prefijar e tan pequeño 
que el tiempo de resolución del problema se hará inadmisible- 
mente grande. Resulta importante conocer que el algoritmo 
da en principio una posibilidad de obtener la solución del 
problema con cualquier exactitud. Sin embargo, en la 
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práctica la magnitud de e se elige tomando en consideración 
una posibilidad de realizar el algoritmo en el ordenador 
dado. Para cualquier problema, algoritmo y ordenador 
existe un valor individual de e. 

Es natural de aspirar a que el número de operaciones 
(y, de este modo, el tiempo de máquina para la resolución 
del problema) Q (e) sea mínimo para el problema dado. 
Para cualquier problema se pueden ofrecer varios algorit- 
mos que proporcionen (para e—» 0) una exactitud e >0 
igual en orden, pero con diferente número de operaciones 
Q (e). Entre estos algoritmos (de los cuales suele decirse 
que ellos son equivalentes según el orden de exactitud) se 
debe elegir uno que proporcione la solución con un gasto 
minimo de tiempo de máquina (número de operaciones 
Q (е). Tales algoritmos se denominarán económicos. 

He aquí una exigencia más que ha de ser satisfecha por 
el algoritmo de cálculo, es decir, el requisito de que no 
haya parada de emergencia (de indisponibilidad) del orde- 
nador en el proceso de los cálculos. 

Es necesario tener en cuenta que todo ordenador opera 
con números que tienen una cantidad finita de cifras signi- 
ficativas y que pertenecen (en módulo) no a todo el eje 
numérico, sino a cierto intervalo (Mp, Mæ), My >Ù, 
Mo < оо, donde Mo es un сего de máquina y Mu, un 
infinito de máquina. Si la condición | M |< Mu no se 
cumple en el proceso de los cálculos, ocurre una parada de 
emergencia del ordenador («parem»), a consecuencia de que 
queda rellenada la red de órdenes y los cálculos se dan рог 
terminado. La posibilidad de una parem depende tanto 
del algoritmo como del problema de partida. 

Si la solución del problema de partida se expresa en tér- 
minos de números muy grandes (muy pequeños) | М | > 
> Mo (| М |< Ms), entonces, como regla, variando la 
escala, el problema puede ser reducido a una forma us 
contiene sólo las magnitudes pertenecientes (en módulo) 
al intervalo prefijado (Mo, Mæ). La posibilidad de la 
parem se elimina frecuentemente cambiando el orden de 
operaciones. Expliquémoslo con un ejemplo sencillo. 

EJEMPLO. Sea Mo =10”, My = 10-7, р = 2", п ев 
un número entero. Se pide calcular el producto de los núme- 
ros 107°, 4102/4, 10-P/2, 409/4, 40-39/4, 
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меторо. Fijemos los números en el orden decreciente: 
g= 10%, @= 10°, 4з = 107/4, 
дь 10-22 дь = 107224 


y formemos los productos Say, = Sagat» Sı = 9: En esto 
caso, ya en el primer paso tendrá lugar una parem, puesto 
que Sa = qqa = 104 > Ma. 

ado ueopo . Fijemos los números en el orden creciente: 


а= 1072/4, 9. = 1077, 9з = 107%, 
дь = 10°, gs = 10А. 
En este caso obtendremos еп el primer paso 
5, = 99 = 107 < Mo, 


es decir, S, es un cero de máquina; todos los productos 
sucesivos Ss, Sy Ss son también nulos; de este modo aquí 
ocurre una pérdida total de exactitud. 

зет meropo. Mezclemos estos números suponiendo q, = 
= 400/4, q, = 107%, q, = 108/4, q, = 108, q, = 107, 
Entonces hallaremos sucesivamente: 


5, = hga = 10%, 
S, = 53. = 10°, 


es decir, en el proceso de los cálculos по aparecen números 
superiores a 10/2 e inferiores a 10-”/, Tal algoritmo está 
privado de parem. En el cap. III nos encontraremos con 
un método iterativo de resolución de sistemas de ecuaciones 
algebraicas lineales que puede realizarse con una parem 
y sin ésta, según sea la forma de numeración de los pará- 
metros que determina la sucesión de los cálculos. 

En cada etapa de los cálculos surgen errores de redon- 
deo. Estos errores de redondeo pueden crecer o ir dismi- 
nuyendo, en dependencia del algoritmo. 

Si, en el transcurso de los cálculos, la magnitud de los 
errores de redondeo crece indefinidamente, el algoritmo se 
llamará inestable (desde el punto de vista de cálculos). En 
cambio, si los errores de redondeo no se acumulan, el algo- 
ritmo será estable. 


Sags = 10%, 
Sas = 10%, 
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EJEMPLOS. 1. Supongamos que se pide hallar y, (0 < 
< 1< lo) según la fórmula +, = y; + d (¿> 0) para yo, 
4 prefijados. Supongamos, además, que al calcular y, se ha 
introducido un error (por ejemplo, un error de redondeo) 
cuya magnitud es бү, es decir, en lugar del valor exacto de 
y tenemos un valor aproximado ў, = у, + ô. Entonces, 
en vez del valor exacto de y, +, obtendremos el valor aproxi- 
mado yi4, = (yı + 61) +d = уг, + ӧ,. De este modo, un 
error cometido en cualquier paso intermedio no aumenta 
en el proceso de los cálculos. El algoritmo es establo. 

2. Examinemos la ecuación у,+, = фу (1>0, Yo y 9 
están prefijados). Supongamos, al igual que en el ejemplo 1, 
se ha obtenido, en lugar de y;, el valor ў; = у; + бү. Enton- 
ces, en lugar de y;+, obtendremos un valor aproximado 


а = q (Wi + i) = йз + аб. 


De aquí se ve que el error 8/41 = Yi+ı — 011, que surge 
al calcular ууу, está ligado con el error б, mediante una 
ecuación 


ð= gð  —1=0,1,2... 


Por consiguiente, si |g | > 1, el valor absoluto del error 
crecerá en el proceso de los cálculos (el algoritmo es-inesta- 
ble). Si, en cambio, |q | < 1, entonces el error no aumenta, 
es decir, el algoritmo es estable. La inestabilidad se liga 
corrientemente con la propiedad de crecimiento exponencial 
del error de redondeo. Si el error de redondeo crece según 
la ley potencial al pasar de una operación a la otra (ade 
paso a paso»), el algoritmo se considera convencionalmente 
estable (estable con ciertas restricciones que se imponen 
sobre el volumen de cálculos y la exactitud requerida). El 
proceso de los cálculos puede interpretarse así: al pasar de 
un paso a otro tiene lugar una alteración (a cuenta de los 
errores de redondeo) de las últimas cifras significativas 
(«una onda del error de redondeo» se mueve de derecha 
a izquierda, partiendo de las últimas cifras significativas). 
Nuestra tarea consiste en conservar justas unas cuantas 
primeras cifras significativas (4—5 signos) y por esta razón 
los cálculos deben darse por terminado antes de que «la 
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onda del error de redondeo» alcance dichas cifras. Si el 
error de redondeo e, crece de un paso al otro según la ley 
exponencial, esto conduce, como regla, a una parem еп 
cierta etapa intermedia de los cálculos, si (lo mismo que 
en el ejemplo 2) |g [teo > Moo. 

Si Me = 10”, e, —10-%, la parem llega cuando 
is > (р + koMg | g |. Otra cosa ocurre cuando el error de 
redondeo crece según la ley potencial. Sea | бу; | = "в 
(п > 1); entonces, la parem tiene lugar para е, > Moo, 


es decir, para iy > (LM)'"" = 100010, 
Е 


De aquí se ve que рага n = 1 la parem no tendrá lugar 
en virtud de una restricción evidente í< Mu = 10Р. 
La desigualdad | бу, | < e, donde e = 10-^ es la exactitud 


prefijada, se verifica para i< (3 = 10%-эт = 


ө tal л 
grande que el número admisible de ecuaciones і, sea muy 
pequeño. Sin embargo, en la práctica se encuentran corriente- 
monte casos de п pequeño (por ejemplo, para el método 
de factorización ($ 3 cap. 1) п = 2, es decir, el error se 
acumula según la ley cuadrática a medida que crece el 
número de ecuaciones). 

Al resolver un problema (cualquiera que sea) es necesa- 
rio conocer ciertos datos de entrada (de partida): datos ini- 
ciales, valores de frontera de la función buscada, coeficientes 
y el segundo miembro de la ecuación, etc. 

Para todo problema se buscan respuestas a las preguntas 
de un mismo género: si existe la solución del problema, зї 
será única y cómo depende la solución de los datos de entr: 
Son posibles dos casos: 

El problema está correctamente planteado (es correcto); 
esto quiere decir que: 1) el problema es resoluble para cuales- 
quiera datos de entrada admisibles; 2) se tiene una única 
solución; 3) la solución del problema depende continua- 
mente de los datos de entrada (a una variación pequeña 
de los datos de entrada le corresponde una variación pequeña 
de la solución), en otras palabras, el problema es estable. 
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El problema no está correctamente planteado (no es 
correcto), si la solución de éste es inestable respecto a los 
datos de entrada (a una variación pequeña de los datos de 
entrada le puede corresponder una variación grande de la 
solución). 

Como ejemplo de un problema correcto puede servir el 
problema de integración y como ejemplo de un problema 
no correcto, el problema de diferenciación. 

EJEMPLOS. 1. PROBLEMA DE INTEGRACION. Sea dada una 
función f (z); hállese la integral 

4 


a 


Sustituyamos / por Ў y veamos J= | Fa) dz y la diferen- 
0 


4 

cia 5 =J—J= | ôf dz (67 =] (2) — f (2). De aquí se ve que 

(ВЛ máx [6f(=)1, (6S1<e, si 16f|<e, es decir J depende 
rl 


continuamente de f. Con el fin de calcular la integral J 
hagamos uso de la fórmula de cuadratura: 


x x 
n= Ў caf (20), a>, Ў а=4. 
к=! аі 
Al repetir los razonamientos aducidos más arriba, llegamos 
а que 
м x 
n= 7—7 У а —1ь)= Ў сё, 


a к. 
д 
1871 2, ca máx 18] = máx 18/1. 


De este modo, el problema de cálculo de una integral por 
la fórmula de cuadratura es correcto. 

2. PROBLEMA DE DIFERENCIACION.El problema de diferencia- 
ción de una función u (т) definida aproximadamente no es 
correcto. 
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En efecto, sea u (z) = и (z) + $ son Nz, donde N es 


suficientemente grande. Entonces, en la métrica C (en 
cierto segmento 0 < z < ô (8 > n/N”)) tenemos || ôu llo = 


= |ш — ие = 1/N< e para N > i/e. Para el error de 


las derivadas ôu’ = u’ — ш' = N соз №? tenemos || би' |= 
= N > i/e. De este modo, а una variación pequeña O (е) 
en С de la función и (z) le corresponde la variación grande 
О (Ale) en С de su derivada. 

Por eso la diferenciación numérica tampoco es correcta. 
Para encontrar un valor aproximado de una derivada según 
la fórmula de la derivada de diferencias con cierta exactitud 
¿> 0 a condición de que la función viene definida con un 
error бү (| 6, | < де), hace falta que se cumplan las condi- 
ciones de concordancia entre e, $, y el paso h de la red, 
por ejemplo, del tipo e > k V 8, (k = const > 0 no depende 
de h, бе), con la particularidad de que el paso de la red 
está acotado tanto inferiormente como superiormente. De 
este modo, la exactitud alcanzable de la diferenciación 
numérica está limitada por la exactitud con la que viene 
definida la propia función. 

En este libro se estudian sólo problemas correctos y mé- 
todos numéricos correctos destinados para aplicarlos еп el 
ordenador. 

Los métodos numéricos dan la solución aproximada del 
problema. Esto significa que en lugar de la solución exacta u 
(de una función o de una funcional) de algún problema 
encontramos una solución y de otro problema, próxima 
en cierto sentido (según la norma, por ejemplo) a la buscada. 
De acuerdo con lo dicho, la idea principal de todos los 
métodos consiste en discretizar o aproximar (sustitución, 
aproximación) el problema de partida a algún otro que sea 
más cómodo para resolverlo en un ordenador, con la parti- 
cularidad de que la resolución del problema que aproxima 
depende de ciertos parámetros que, siendo manejados de una 
manera adecuada, permiten determinar la solución con una 
exactitud requerida. Por ejemplo, en el problema de integra- 
ción numérica los nodos y los pesos de la fórmula de cuadra- 
tura representan precisamente los parámetros de este tipo. 
Luego, la solución de un problema discreto es elemento de 
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un espacio de dimensión finita. Expliquemos esto más 
detalladamente. 

Veamos, por ejemplo, la discretización de un espacio 
H = {f ©) de funciones f(z) de argumento continuo 
7 Ela, b). Introduzcamos en un segmento a<z<b un 
conjunto finito de puntos œ = {z;, ¿=0,4,.-., Ñ, го 
= а, хм = b, z; < z,+,) el cual se llamará red. Los puntos 
z, se denominarán nodos de la red œ. Si la distancia №, = 
= z, — 21-1 entre los nodos vecinos es constante (no depende 
de 1), hy = В para todos los { = 1, 2, ..., N, entonces 
la red se denomina uniforme (de paso h); en сазо contrario 
зе denomina no uniforme. En lugar де la función ў (z) defi- 
nida para cualesquiera z Є [a, b] consideraremos una función 
reticular y, = f (zı) de argumento i (¿=0,4,..., №), 
que es un número entero, o bien de nodo z; de la гей о, 
y sustituiromos Н = {f (z), z € la, bl} por un espacio de 
dimensión finita (de dimensión N +1) И, = (Yi, 0 < 
< i< N) de funciones reticulares, Es evidente, que la 
función reticular y, = f (г) puedo considerarse como un 
vector у = (Yo, Ya .. = уң). 

Podemos discretizar también el espacio de funciones 
Í (z) de varias variables, si = == (д, т, ..., Zp) es un 
punto del espacio euclídeo p-dimensional (p>1). Por 
ejemplo, en un plano (z,, ту) se puede introducir una red 
ш = (2 = (bh, ia), Аһ, i= 0, +1, +2, ...) como 
conjunto de puntos (nodos) de intersección de las rectas 
perpendiculares z% = ih, 249 = 
, +1, +2, de 
la red según las direcciones de =, y ту, respectivamente. 
La гей о es, evidentemente, uniforme según cada una de las 
variables por separado. En lugar de la función ў (=) = 
= f (21, ту) analizaremos una función reticular 


ти, = Í (ЬМ, Ыы), 


Si ln гөй contiensélo los nodos perteneciontas "e 
tángulo (0 < z, S h, 02, < le modo que №, = 
= ЫМ, hy = ЫМ), entonces la red cuenta con un número. 
finito № = (N, + 1) (N, + 1) de nodos, mientras que el 
espacio Н y de funciones reticulares y, = y,,, ү, es de dimen- 
sión finita. 
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En todos los casos consideramos sólo un espacio de fun- 
ciones reticulares cuya dimensión es finita. Al sustituir el 
espacio Н = gar de funciones de argumento continuo 
por el espacio / у de funciones reticulares y el problema de 
partida, por su aproximación discreta, debemos estar segu- 
ros de que nos aproximamos mejor a la solución del proble- 
ma de partida aumentando el número de nodos. La estima- 
ción de la calidad de aproximación y la elección del método 
de aproximación constituyen la tarea principal de la teoría 
de los métodos numéricos. 

El contenido fundamental del libro está relacionado de 
una u ótra manera соп la aplicación de los métodos de dife- 
rencias para solucionar ecuaciones diferenciales. Destaque- 
mos dos momentos de importancia: 

— obtención de la aproximación discreta (de diferencias) 
de las ecuaciones diferenciales e investigación de las ecua- 
ciones en diferencias que aparecen en este caso; 

— resolución de las ecuaciones en diferencias. 

Al obtener una aproximación discreta (esquema de dife- 
rencias) un papel importante lo desempeña el requisito 
genera? referente a que el esquema de diferencias aproxime 
al máximo (simule) las propiedades principales de la ecua- 
ción diferencial inicial. Tales esquemas de diferencias 
pueden obtenerse, por ejemplo, con ayuda de los principios 
variacionales y las relaciones integrales (véase el cap. 1 
La estimación de la exactitud de un esquema de diferenc: 
se reduce al estudio del error de aproximación y de la estal 
lidad del esquema. El estudio de la estabilidad es una cues- 
tión central de la teoría de los métodos numéricos y a ella 
se le presta gran atención en el presente libro. Los algo- 
ritmos de los problemas complejos se pueden representar 
como una sucesión (cadena) de algoritmos simples (módu- 
los). Por eso muchos problemas de principio de la teoría de 
los métodos numéricos pueden aclararse con algoritmos 
simples. 

En ol primer capítulo se examinan las ecuaciones en 
diferencias unidimensionales (que dependen de un argu- 
mento entero). Nos limitamos al estudio de las ecuaciones 
en diferencias de primero y segundo órdenes. Las ecuaciones 
en diferencias de segundo orden representan un sistema de 
ecuaciones algebraicas lineales con matriz tridiagonal. Con 
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el objeto de resolver los problemas de contorno para estas 
ecuaciones se emplea el así llamado método de factorización. 
En el primer capítulo se dan, a título de un material de 
información, algunos conocimientos sobre los operadores 
lineales en un espacio de dimensión finita. Posteriormente 
se investigan las propiedades de los operadores de diferen- 
cias en su calidad de operadores lineales en un espacio de 
dimensión finita provisto de un producto escalar. En este 
caso se emplea un aparato matemático más sencillo, es 
decir, las fórmulas para la diferenciación de diferencias de 
un producto y para la adición por partes. 

En el segundo capítulo se expone el material tradicio- 
nal del análisis numérico: la interpolación, la aproximación 
media cuadrática y la integración numérica. 

Al aproximar las ecuaciones diferenciales en una red se 
obtienen ecuaciones en diferencias que representan un sistema 
de ecuaciones algebraicas lineales de orden superior (igual 
al número de nodos de la red) con una matriz especial 
(enrarecida, es decir, una matriz que tiene muchos elementos 
nulos). Un ejemplo más simple de tal matriz (una matriz 
tridiagonal) fue indicado anteriormente. 

En el tercer capítulo se exponen los métodos numéricos 
de resolución de las ecuaciones algebraicas lineales 


x 
J= = 
2umi=f it. 


(1) 


las cuales pueden ser escritas. en forma matricial 
Аи =}, (2) 


donde А = (а) os una matriz cuadrada de dimensión 
N X N, и = (иі, ul, uN) es е] vector buscado y f = 
+ f"), el vector prefijado (el segundo miembro). 
Jara resolver los sistemas de ecuaciones se usan métodos 
directos e iterativos. 
| En el $ 2 del cap. ПІ se analizan el método de elimina- 
ción de Gauss y el de raíz cuadrada que representan métodos 
directos los cuales requieren O (№?) operaciones aritméticas 
para resolver el sistema. 
Al estudiar los métodos iterativos, resulta cómodo inter- 
pretar el sistema de ecuaciones algebraicas lineales (2) 
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como ecuación operacional de primera especie con un operá- 
dor que actúa еп el espacio N-dimensional H y (A: H y > 
— H y), u, f € H y. Para subrayar la equivalencia existente 
entre las formas de escritura matricial y operacional, la 
matriz y el operador correspondiente se designarán con una 
misma letra A. 

En la teoría de los métodos iterativos (de un paso o de 
dos capas) es de mucha importancia la forma canónica del 
esquema iterativo 


к к=0, 1 . para todo 
ы " 
Вг Ин кең, o 


donde А, В: Hy—> Ну, (tx) son parámetros iterativo. 

En cualquier caso se supone que el operador А es auto- 
conjugado y definido positivo (А = A* > 0). Está demostra- 
do el teorema general sobre la convergencia del método 
estacionario соп т, = т = const. Como condición suficiente 
de la convergencia interviene una desigualdad 


(Ву, y)>-—F(4v, y) para todo yEH, (0) 


donde B + B* ез, en el caso general, un operador по auto- 
conjugado. De aquí se desprende la convergencia del método 
de iteración simple, del método de Seidel y del de relajación 
superior. 

Si se conocen unas constantes y, >Q, y, > үү, tales 
que 


Y (Bz, л) < (Az, т) < ys (Bz, т) para cualquier z € Н y, (5) 


donde В = B* > 0, entonces podemos encontrar una tota- 
lidad optimal de parámetros de Chébishev {tł}, con los 
cuales el proceso de cálculo es estable y se realiza sin paren. 

Se examina el método universal alternado triangular con 


la totalidad {тї} y un operador 


В = (D + 0A)D(D + А), (6) 


donde D = D* :>0, А{ = Ay, A, + A, = A, las matrices 
А, У A, son triangulares. Hemos obtenido la fórmula para 
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el parámetro о. El algoritmo para este método es muy sim- 
ple. En todo caso se dan a conocer las fórmulas para el 
número de iteraciones con las cuales se alcanza la exactitud 
requerida. Los diferentes métodos fueron comparados a base 
de un problema modelo para la ecuación en diferencias de 
segundo orden Y, — 20: + + = Н, = 1, 2, ... 
-e М4, Yo = ум = 0, В = 1/М, que corresponde al 
problema de contorno и" (z) = —f (z) (0 < z< 1), и (0) 

и (1) = 0. Esta ecuación es un análogo unidimensional 
de la ecuación de Laplace. Por cuanto el número de itera- 
ciones no depende prácticamente del número de mediciones, 
entonces en el proceso de comparación podemos limitarnos 
a este problema unidimensional. El método alternativo 


triangular exige O (ari 


iteraciones, donde e >0 es 


la exactitud profijada. 

Ha de ser notado que on el cap. 111, en forma lo sufi- 
cientemente completa, está expuesta de hecho, con ayuda 
de los medios matemáticos más sencillos, la teoría general 
de los métodos iterativos para resolver la ecuación Au = 
=f(4 = 4* > 0). 

Los conceptos fundamentales de la teoría de esquemas 
de diferencias —error de aproximación, estabilidad, conver- 
gencia y exactitud— se exponen a base de ejemplos de los 
problemas de contorno y del problema de Cauchy para ecua- 
ciones diferenciales ordinarias (cap. ТУ y cap. V). En el 
cap. ТУ se analizan esquemas de diferencias tripuntuales 
para una ecuación diferencial ordinaria de segundo orden 


Elo E) аа —/(®), 0<z<i, 
и(0) =ш, ш(=ш, (2) 220, q(3>0 (7) 


Se han investigado las cuestiones referentes а la velocidad 
de convergencia (orden de exactitud) de los esquemas homo- 
góneos de diferencias sobre las redes no uniformes y para el 
caso de coeficientes discontinuos. Esto ha exigido que se 
obtengan estimaciones apriorísticas bastante finas que 
expresen la estabilidad del esquema de diferencias respecto 
al segundo miembro. 
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Para obtener los esquemas de diferencias pueden utili- 
zarse algunos métodos más diferentes: integral de interpola- 
ción, de aproximación de la funcional cuadrática, los de 
Ritz y Galerkin ($ 5, cap. 1V). 

Con el fin de resolver el problema de Cauchy para la 
ecuación de primer orden 


A) 


so emplean los métodos de Rungo—Kutta y de Adams 
expuestos en el cap. V. Estos métodos son también apli- 
cables para un sistema de ecuaciones en que f y u son vecto- 
төз, 

Una atención especial еп el cap. V se presta al problema 
de Cauchy para el sistema de ecuaciones lineales 


F рди, 620,  u(0=u (9) 


donde А = (a) am matriz cuadrada N X N, u (t) = 
= (ш, ul, 1@) = (F, P, .... 7) ев una fun- 
ción vectorial “de. РАД dimensión. 

Tal problema surge, en particular, si еп la ecuación de 
conductibilidad térmica 


i Аи, 0), аи a 2 (иы) (10) 


sustituimos el operador de Laplace Au por el operador de 
diferencias correspondiente. Entonces, (9) puede interpre- 
tarso como un método de las rectas para la ecuación de 
conductibilidad térmica (10). Empleando para resolver este 
problema algún esquema de un paso, llegamos a wn esquema 
operacional de diferencias de dos capas de forma general, 
el cual se escribe en la forma canónica 


В їка дул, k=, f, 


рага todo yo€ H yy (11) 


donde A, В: Н y —> Н y son los operadores lineales, т es el 
paso de la red según t. 
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Se ha demostrado que la condición necesaria y suficiente 
de estabilidad del esquema tiene por expresión 


B>- А, о bien (Bz, 2)>3(4z, 2) 
para todo z€ Н». (12) 


Esto es ol teorema fundamental de la teoría general de esta- 
bilidad de esquemas operacionales де diferencias (véase 
«Teoría de los esquemas de diferencias» por Samarski A.A.) 
aplicable en la investigación de la estabilidad de esquemas 
de diferencias para las ecuaciones con derivadas parciales 
de la física matemática (véase el cap. VII). En realida 
en el $ 4 están expuestos los fundamentos de la teoría реп 
de estabilidad de los esquemas de diferencias, incluida la 
estabilidad asintóti 

Los conocimientos dados a conocer en los capítulos 111, 
ТУ у У permiten pasar зіп dificultad alguna al estudio de la 
teoría de los métodos de diferencias para resolver ecuaciones 
en derivadas parciales. En el cap. VÍ este estudio so ha rea- 
lizado para esquemas de diferencias que aproximan 
ecuación de Poisson y las ecuaciones elípticas en un rectángu- 
lo con condiciones de contorno de primera especie. Aquí 
están analizadas tanto las cuestiones de convergencia como 
los métodos de resolución de las ecuaciones en diferencias, 

La teoría general de estabilidad do los esquemas de 
diferencias de dos capas (cap. V) simplifica la exposición de 
los métodos de diferencias para la ecuación de conductibi 
dad térmica con coeficientes constantes y variables realizada 
en el cap. УП. En el mismo capítulo se analizan también los 
esquemas económicos (de direcciones variables, de fisión, 
etc.) para los problemas multidimensionales, como también 
el principio general de la aproximación sumária el que 
pormite efectuar la partición de los problemas complejos 
en una sucesión de problemas más sencillos y debido а ello 
simplificar considerablemente la resolución de los proble- 
mas multidimensionales de la física matemática, 

Se debe observar que el contenido principal de este 
libro se expone desde un punto de vista único. El carácter 
único so logra debido a que los esquemas de diferencias se 
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tratan como ecuaciones operacionales u operacionales de 
diferencias con operadores que actúan en un espacio de 
dimensión finita dotado de un producto escalar. Al construir 
la teoría de los métodos iterativos y la de estabilidad de los 
esquemas de diferencias se emplean las propiedades más 
simples de los operadores (de las matrices): el carácter 
constante de los signos, la autoconjugación, ciertas propieda- 
des de los valores propios y de los vectores propios; no se 
hacen ningunas suposiciones referentes а la estructura de los 
operadores. Todas las condiciones de la teoría resultaron 
ser muy cómodas para la comprobación en el caso de esque- 
mas concretos de diferencias. El material expuesto en los 
cap. VI y УП puedo servir para un estudio más completo 
de la teoría la cual se da en los libros [6, 9). 


Capítulo 1 


Ecuaciones en diferencias 


En el presente capítulo se estudian funciones reticula- 
res, cuyo argumento es un número entero, y además ecua- 
ciones en diferencias de segundo orden. Se da a conocer un 
aparato matemático más simple para el estudio. de las 
funciones reticulares y de los operadores de diferencias. 
Para resolver las ecuaciones en diferencias de segundo orden 
se emplea el método de eliminación llamado método de 
factorización. 


$ 1. Funciones reticulares 


4. Funciones reticulares y operaciones sobre ellas. Ya 
se ha mencionado que en los métodos aproximados las 
funciones de un argumento continuo se sustituyen habitual- 
mente por las de argumento discreto, esto es, por las funcio- 
пез reticulares. La función reticular puede, pues, considerarse 
como una función cuyo argumento es un número entero: 


y (Ù) = 0, 1=0, +1, +2, ... 
Podemos introducir рага у (i) las operaciones que represen- 


tan un análogo discreto (de diferencias) de las operaciones 


de diferenciación e integración. 
El análogo de la primera derivada lo constituyen las 


diferencias de primer orden: 
Ayi = йн — Yı la diferencia derecha; 
уи = Yi — йә, la diferencia izquierda; 


dy = + (Ay Уи) = + (ина =), la diferencia cen- 


tral; resulta fácil notar en este caso que Ду, = Vyr- 
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Ahora podemos escribir las diferencias de segundo orden: 
Ау = А (Ду) = А (Yii — Yi) = Vita — Wit + Yao 
Ауу = А (Y — йд) = йин и) — (и йә) = 
= ин — 01 + Иа» 
de modo que 


Ayi = Ауу. 
Análogamente se define la diferencia de m-ésimo orden: 
Ary, = А (Ату), 


que contiene los valores de Yi, Yi+1, - - ·, +. Es evidente 
que ч 


i ñ 
Ауу = ун. VU) =. 
Ў Аин A Yy = Vi — Yri 


2. Análogos en diferencias de las fórmulas de diferen- 
ciación de un producto y de integración por partes. Sean 
Yi» vı las funciones arbitrarias cuyo argumento es un número 
entero. En este caso serán válidas las fórmulas 


A (yvi) = Ya Ай + Visa Ай = Yisa Ао + vi Ду, (4) 
уши) = йа Ver + Vi = Ya Уй + Via Vyn (2) 
que se comprueban inmediatamente. Por ejemplo, 
А фиш) = ашны — Ий; 
и Avi + Diga Ай = Ya (Visa — 00) + Vita Wiri — Y) = 
= иы — йй = A биш). 


Al deducir la fórmula рага у (ущ) es suficiente tomar en 
consideración que У (уг) = А (у). 

Las fórmulas (1), (2) representan los análogos de la 
fórmula de diferenciación del producto (y (z) v (z) = 
=w оу. 

Como análogo de la fórmula de integración por partes 
interviene la fórmula de sumación por partes: 


N 


Ns 
D vb =— Ў руй + (и) — (Yoo, (3) 
© ‹ 
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la cual se anota también en la forma 
Nas Na 
Y ийи — иуи + Val — И. % 
Е a 


Para deducir la fórmula (3) hagamos uso de la fórmula 
(4); tenemos 
Y Av, = А (у) — Viga Aya = А (иш) — Vida Vias 


puesto que Ay, = Уу +1; de aquí obtenemos 


Na x 
D ubo + È иуи 
& ё 

Г 


1 м1 Y 
А (ио) – Y mV + 2) руй = 
& = a 


x x 
= Yvon и — $), оти! È VIV = (и) — (И. 


ма x 
Si w=0, yy=0, епо dv= — ; 
i yo=0, yw=0, entonces У yiâvı= — 2) ии 


La fórmula de sumación por partes puede emplearse 
para calcular sumas. 


д 
esempLos. 1. Calcúlese la suma Sy= 2 12. Ponemos 
A 
vi=i, уу = 21, de suerte que 
4 
= Uy + d =y 2—2. 
n=yat 20+ 
Elijamos yo = 2 — 2М+1; entonces yy = 0. Como v, = 0 
y Au, = 1, de (3) se infiere 


N Ni Nit 
A – È и 


- —nu-2-3 Он MNH (+! 9), 


do manera que Sym (N—1)2N+4! 42, 
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ГЕП 


x 
2 Calcúleso Sy = 2) 1(0—4)= 2 1024-4). Ponemos 


Vo =i+4 Еа a кал Быз El (+1) = 
+4) (0 00) 
ЧАЛУ ароз de la 
condición vy = 0, es decir, v, = 1 — N (N + 1)/2. Apli- 


vy = 0, Vy: = 1, encontramos 


к.а к.а » 
Sy= 100) = J ил — ои = 

а = а 

тч Nas 
=- и 2 iiH 


= 


—1)N(NH+4) 
=з, p DJ, 
de modo que Sy=-F (N—1)N(N+1). De aquí so deduce 
que 
N 


Y в=++... mt, im AWHDENED, 


imi 


§ 2. Ecuaciones en diferencias 


1. Ecuaciones en diferencias. Una ecuación lineal res- 
pecto de la función reticular y, = y (i) (i = 0, +1, +2, ...) 


а, (y (H +a (yl +1 +... + am (i) y (i+ m) = 
=f (4) 


donde ax (i) (k = 0, 4, ..., m), f (0 son las funciones 
теіісшагез prefijadas, ) 40, ат (0) #0, lleva el 
nombre de ecuación en diferencias lineal de m-ósimo orden. 
Dicha ecuación contiene т + 1 valores de la función y (1). 

Haciendo uso de las fórmulas para las diferencias Ayı, 
Ау, о. А", podemos expresar los valores уу, 
ик > Ута ӨП términos de y, y las diferencias citadas: 
йиз =y + Ай, ижа = А Yi — и A + 
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+ 2^у + у, etc. Como resultado, obtendremos de (1) 
una nuova notación de la ecuación en diferencias de т-ёзіто 
orden: 


а (Ù) yi + (i) Ayi + +. + Gm (1) Ати = f (1), 
i=0, +1, 42... (2 


(por lo que se determina precisamente el término «ecuación 
en o de diferencias»). Si los coeficientes а, аз, ..., Um 
по dependen de і, а, + 0 y am 7 0, entonces (1) se denomina 
ecuación en diferencias lineal de m-ósimo orden con coefi- 
cientes constantes. 

Para т = 1 de (1) se obtiene una ecuación en diferencias 
de primer orden 


а, (i) у + а y = f (ò), а (0 0, а (0 +o 


cuando m = 2, obtenemos una ecuación en diferencias de 

segundo orden 

Go (i) y; + a (i) ит + Gs (Ù) ина = Í 00), в (i) #0, 
a (0 = 0. 


Nos limitaremos al estudio de las ecuaciones en diferencias 
de primero y segundo órdenes. 

2, Ecuaciones de primer orden. Examinemos la ecuación 
en diferencias de primer orden (3). Al sustituir +, = 
= y, + Ду, obtendremos 


a(i yuta (DAY =f/(), ааа. 
Como ejemplos más simples de ecuaciones en diferencias 
de primer orden pueden servir las ecuaciones para:los térmi- 
поё de una progresión aritmética y,+, = у +d y de una 


progresión geométrica у, +, = 901. 
Escribamos la ecuación (3) en la forma 


Ya = аи + Qu (4) 


donde: q, = —а, (i)/a, (0), ф = / (9/2, (i). De aquí se ve 
que la solución y (1) está definida univocamente para і > io, 
si está prefijado el valor y (i). Supongamos que para í = 0 
viene prefijado уо = y (0). En tal caso podemos determinar 
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Y Un ++ Vn + + + Eliminando sucesivamente según la 
fórmula (4) Yi, уг, - - -» Yay obtendremos 


иза = Фа >> > ео + Pi Pa + 
$ + ааа +++ H ia + + + Фф» 
o bien 


sm a) һр, а) +. (5) 


Para la ecuación con coeficientes constantes q, = q, de lo 
que se tiene 


. 
ин 4% Фры 1—0, 1,2,0... (6) 
(4) соп 


que es una solución de la ecuación en diferenci: 
os constantes. 

Desigualdades de primer orden. Si ol signo de igual- 
dad аалы expresiones de tipo (1) б (2) lo sustituimos рог 
los signos de desigualdad <, >, <, >, obtendremos desi- 
gualdades en diferencias de m-ósimo orden. Sea dada una 
desigualdad en diferencias de primer orden 


шж < Wi + fo 1=0,1,2,...9>0 (7) 


sin restringir la generalidad de nuestros razonamientos, en 
adelante consideramos siempre que 9 >> 0 (yo, 9, fı son 
conocidos). Hallemos la solución de la desigualdad citada. 
Sea v, una solución de la ecuación en diferencias 


viti = @ + fn ©=0,1,..., Y = Yo (8) 
En este caso queda lícita la estimación 
ии. (9) 


En efecto, al sustraer (8) de (7), encontramos 
Yi — Vi S4 Y — и) < È (иа — Via) S -oo 
< g (Yo — vo) = 0. 


Al poner en (9) la expresión explícita para ш, tenemos 


ы! 
O) 


lo que es la solución de la desigualdad (7). 
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4. Ecuaciones de segundo orden con coeficientes constan- 
tes. Analicemos una ecuación en diferencias de segundo orden 
Ыраа — суи + айа = fi ї=0,1,..., 

а 0, ь + 0, (11) 

cuyos coeficientes no dependen de iż. Si fı = 0, la ecuación 

Ыла — си + ayia = 0, O осу (12) 

se llamará homogénea. Su solución se halla en la forma 
explícita, 

Sea y, una solución de la ecuación homogénea (12), 
y sea уў una solución cualquiera de la ecuación no homo- 


génea (11). Entonces, la suma y, = у, + y? será también 
una solución de la ecuación no homogénea: 


bin IDC ADA (иаи) = 

= [Dios и аиа] руы — cyt + ayt-1) = fi- 
Esta propiedad se debe a la linealidad de la ecuación (11); 
ella queda en vigor para la ecuación en diferencias (1) de 
cualquier orden. Es evidente que si y, es una solución de la 


ecuación homogénea (12), entonces también су, (donde с es 

una constante arbitraria) satisface la citada ecuación. 
Sean yi? e yi” dos soluciones de la ecuación (12). Se 

denominarán linealmente independientes, si la igualdad 


cw Hay 0, 10, 1, 2,..., 


se verifica sólo cuando c, = с, = 0. Esta afirmación es 
equivalente a la exigencia de que el determinante del 
sistema 


ай” ай" = 0, 
син Бот 0, т=&1,Е2,..., 
sea distinto de cero para cualesquiera і, т. En particular, 
И" ЭР 0. 
na vip’ 
Al igual que en la teoría de las ecuaciones diferenciales, 
se puede intro cir la noción de solución general de la 


Arm 
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ecuación en diferencias (12) y mostrar que si las soluciones 
yi”, yi” son linealmente independientes, la solución general 
de la ecuación (12) tendrá la forma 


= суі? Hoyi”, 
donde c, y c, son unas constantes arbitrarias. La solución 


general de la ecuación no homogénea (11) puede represen- 
tarse en la forma 


E +, (13) 


donde y es una solución (particular) cualquiera de la ecua- 
ción (11). Lo mismo que en el caso de las ecuaciones dife- 
renciales, para determinar с, y c, se deben definir las condi- 
ciones complementarias iniciales o las de contorno. 

La solución particular de la ecuación (12) puedo hallarse 
en la forma explícita. Buscaremos dicha solución en la 
forma y; = 9, donde 0 5 0 es un número hasta ahora 
desconocido. Al realizar la sustitución y, = {* en (12), 
obtendremos una ecuación cuadrática 00° — cg + а = 0, 
cuyas raíces son 

¿45 
yA, фе AT sy 

Según sean los valores del discriminante D = с? — 4ab, 
son posibles tres casos: 

1) D = с? — 4аЬ > 0. Las raíces g, y 9, son reales 
y distintas. Les corresponden las soluciones particulares 


W=d = 


estas soluciones son linealmente independientes, puesto que 
es distinto de cero el determinante: 


aqu 
A at 
На de notarse que q, + 0 y 9, = 0, pues en el caso contra- 
rio a = 0 y la ecuación (12) no sería ecuación en diferencias 


de segundo orden. La solución general de la ecuación (12) 
tiene por expresión 


= с} +0. (15) 


Ar = =@(в—@) 40 
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2) D = с* — даь < 0. La ecuación cuadrática cuenta 
con las raíces complejas conjugadas 


q tyi, Tar, 


9 


donde ¿es la unidad imaginaria. Resulta cómodo representar 
estas raíces en la forma 


9. = ре Ф = pe- р vy- 7 
TDi 
екеш IT, 
No sólo las funciones 
Ф = preto =p? (cos kp — i sen kẹ), 
9) = рле == p` (cos kp —i son kẹ) 
representan soluciones particulares sino también las funcio- 
nes siguientes: 
nP = р! cos kp, y? = p" sen ko, 
las cuales son linealmente independientes en virtud de la 


independencia lineal de las funciones sen kp y cos kọ. La 
solución general tiene la forma 


Yna = p* (с, соз kp + c, sen kọ). (16) 


= c? — hab = 0. Las raíces son reales e iguales: 
el(2b) = go. Las soluciones 


з=, ио = кф (17) 


son linealmente independientes. Мозігагешоз que yx” ез 
una solución de la ecuación (12): 


dla — суі + ayk, =b (+1) gt! сеф а (k—1) 0h = 
=k(bgh**—cgb + agd ') + (bgo — a) 47! =0, 

puesto que bg¿—a=b I=. Como Br 

% ka 

авт (к) gt 


AD 
= Ф 40, entonces las solu- 
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ciones (17) son linealmente: independientes y la solución 
general tiene por expresión 


yn = оф + сака. 


5. Ejemplos. Veamos algunos ejemplos do resolución de 
las ecuaciones en diferencias de segundo orden (11). 
4. Hállese la solución general de la ecuación 


йкы — 2руһ + һа = 0)  a=b=14, с= 2р2 0. 


Son posibles tres casos. 1) р < 1. Ponemos p = 
мош Dd la =i ш алс Laa эш 
ciones particulares tienen la forma 


yA? = cos ka, y? = sen ka. 
2) p> 1. Suponiendo p = ch о, obtendremos para q 
una ecuación cuadrática g — 2ch ag +4 = 0; su discri- 


minante es D = 4 (ch? æ — 1) = 4sh* a, mientras que las 
raíces tienen por expresión 9, = cha + sh a = eta, El 
papel de soluciones particulares desempeñan las funciones 


ШУ = chka, И" = sh ka. 
3) p = 1. En este caso q? — 2g + 1 = 0, 9 


soluciones particulares tionen 1а forma у? = 


y la solución general es 
Yr = а + ок. 
2. Hállese la solución de la ecuación 
Urta — Yiri = 20а = 0. 
El discriminante es igual a D = 1 +8 = 9, las raíces 
serán фу = (1 + 3)2, ф = 2, Ф = Та solución 
general es de la forma 
ж = 012 + с, (1). 
3. Hállese la solución general de la ecuación 
Yati — Un — бука = 209. (18) 
La solución general de una ecuación no homogénea es la 


suma Ya = Ya + yk de la solución general y, de la ecuación 
homogénea y de la solución particular уў de la ecuación 


1, las 
Y = Е, 
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по homogénea. Hallemos primero la solución general de la 

ecuación homogénea. El discriminante es D = 1 + 2 

= 25 > 0, y las raíces de la ecuación cuadrática 9? — q — 

0 г 3, q, = —2, de suerte que у =3*, 
“La solución particolas ур buscaremos en 18 

forma у} a donde c = const. Sustituyendo op = c2 

en (18), obtondromos e (201 — — 6-2) = c -27 (—4) = 


ETA general de la ecuación (18) tiene por expre- 
sión 


M=c4 +а(—2*—2. 

6. Ecuación en diferencias de segundo orden con coefi- 
cientes variables. Problema de Cauchy y problema de contorno. 
Examinomos ahora una ecuación en diferencias con coofi- 
cientes variables 

to 


Ы — сал + йй 
а 0, Ь550, ї=0,1,2,... (19) 


Dado que 6, + 0, de (19) obtenemos la siguiente relación 
recurrente: 


A ъ. 50. (20) 


Expresemos Yi+1 e уг, en términos de y, у las diferencias 
de primero y segundo órdenes. La ecuación (19) se anotará 
en este caso en la forma 


Ауу + (bi — а) Ayi — (c1 — а — bi) yi = fos 
а = 0, ы 5 0. 


La solución de una ecuación en diferencias de primer 
orden depende de una constante arbitraria y se determina 
unívocamente, si está prefijada una condición complemen- 
taria, por ejemplo, yy = La solución de la ecuación 
de segundo orden se determina por dos constantes arbitrarias 
y se puede hallarlá, siempre que vienen dadas dos condicio- 
nes complementarias. Si ambas condiciones están dadas en 
dos puntos vecinos, se trata de un problema de Cauchy. 
Si Jas dos condiciones están dadas en dos puntos diferentes 
(pero no vecinos), obtenemos un problema de contorno. 
De mayor interés para nosotros serán precisamente .los 
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problemas de contorno. Introduzcamos las designaciones 
Lyi = Ыйы — си + ауа 


y enunciemos los problemas mencionados más detallada- 
mente. 
PROBLEMA рв слџсну: hállese la solución de la ecuación 


Lyi = fn t=1,2... (21) 
con las condiciones complementarias 

Yo = hr n = Ha (22) 
La segunda condición de (22) puede notarse de otro modo: 
Ayo = Yi — Yo = Ha — Hı = у; podemos, entonces, decir 


que en el caso del problema de Cauchy vienen dadas en 
un punto ¿ = 0 las magnitudes 


Yo = hr Ayo =. (22) 
PROBLEMA DE сомтонмо:Һ езе la solución de la ecuación 
Lyi = fa =14,2,...N-1 
para las condiciones complementarias 
Yo = ш, Un = la N>2. (23) 


En los nodos de frontera i = 0 e i = У pueden defi- 
nirse no sólo los valores de las funciones, sino también sus 
diferencias y combinaciones, es decir, las expresiones 
ол Ayo + Буй рага ¿=0, у аз Vyn + Bay y рага і = N. 
Tales condiciones se pueden anotar en la forma 


Yo = %1 + pr Yn = al na F Bao (24) 
Si x, = х, = 0, obtenemos de aquí las condiciones de primer 


género; cuando x,=1, ху = 1, tenemos condiciones de 
segundo género 


Ayo = —Щщ, Vyn = ра (25) 


Si жу 7 0; 1, (24) llevan el nombre de condiciones de tercer 
género: 


— Yo + (1 — к) Yo = Mao 

XaVyn + (1 — ха) ум = Has (26) 
Adomás, pueden encontrarse problemas de contorno con 
ciertas combinaciones de las citadas condiciones de con- 
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torno: las condiciones de un tipo рага i = 0, y condiciones 
de otro tipo, рага і = N. 

La solución del problema de Cauchy se halla directa- 
mente de la ecuación (21) según la fórmula recurrente (20), 
tomando en consideración los datos iniciales Yo = |, 
Ya = pa. Рага la resolución de los problemas de contorno 
зе emplea un método más complejo (método de eliminaciones) 
el cual se expondrá en adelante. 

Para una ecuación con coeficientes constantes la solu- 
ción del problema de contorno puede expresarse en la forma 


explícita. 
mempLo. Hálleso la solución del problema de contorno 


Ау = 4, t=4,2,..,N—-4t y=0 yn = 0. 
(27) 


La ecuación homogénea _А%у, = у — 2Y1 + Yia = 0 
tiene su solución general y; = с, + cgi. La solución parti- 
cular y? de la ecuación no homogénea Ау pa 
— 2y, + Yi, = 1 se buscará en la forma уў . Al 
sustituir esta expresión en la ecuación (27), encontramos 
Ayta = с (E + 1) — 2 + (i — 1?) = 1, es decir, e = 
= 1/2, de suerte que у, = Yı + y? = с, + cai + 2/2. Con 
el fin de determinar c, y c, se usan las condiciones de contorno 
рага ¿=0, i = М: y) = с = 0, yy =CN + №/2 = 0, 
с, = —N/2. De este modo, 


n=-4 04 Be — FUN) 


es la solución del problema (27). 


$ 3. Resolución de los problemas de contorno en 
diferencias para las ecuaciones de segundo orden 
1, Resolución de los problemas de contorno en diferencias 
por el método de factorización. Un problema de contorno 
a 50, 6 50, 
Фада R E 


Yo = Xhi + pr Ум = хума + ра 


айша — си F Ыр = —‹ 
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representa el sistema de ecuaciones algebraicas lineales con 
matriz tridiagonal de dimensión (№ + 1) х (У +4): 

4 1 0 000: 10. 0..0 0.7 0 
@>+0-...@.. 0 0 


а ОН) ГА Шы 


0 0 ...ама —сма bni 
00 ...0 —% 1 1 
En lugar de (1) podemos escribir 
Ау=} у= (Ио о Ун}, 
f= (lo = ++ ла» Ва) 0) 
En el caso del primer problema del contorno la matriz 
correspondiente tiene la dimensión (№ — 1) х (У — 1). 
Para resolver el problema de contorno (1) puede emplearse 
de 


el siguiente método de eliminación llamado método 
factorización. Supongamos que tiene lugar la relación 


и = аъ + Він @) 
con coeficientes indeterminados с +, у B1+1, Y sustituyamos 
шә = y, + Bi en (1): 

(оол — ci) и + bi = — (fi + Bo) 
al comparar esta identidad con (3), encontramos 


41, 2, .... М4, (4) 


i=4, 2... N—4. (5) 


Con el fin de hallar аз, В, hagamos uso de la condición 
de contorno para { = 0. De las fórmulas (3) y (1) encontra- 


mos рага i= 0: 


а= Ве (6) 
fórmulas 


Conociendo оң. В, y pasando de i w i -H4 en 
(4) y (5), determinamos a; y Ви para cualquier i = 2, 3, . . 
<., N. Los cálculos según la fórmula (3) se llevan a cabo 
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pasando de і + 1 а і (es decir, conociendo у, +;, hallamos yy), 
y para iniciar los cálculos mencionados se debe prefijar y y. 
Determinemos yy partiendo de la condición de contorno 
Ум = хзун + Ma Y de la condición (3) рага i = N — 1 
Una = awyn + Вы. De aquí encontramos 
v= piatu, о 
Reunamos ahora todas las fórmulas de factorización 
y escrihámoslas en el orden de su aplicación: 
=). 
= 


1=1,2,....М—4, а=; (8) 


w 
бн ABEN, 14,2 0 NA, рем; 09) 


te) 
Y= ir Ён 1—1, N—2 2, 1,0, 
Un GE. (10) 
Las flechas indican la dirección de cálculo: (—>) de ia i + 1, 
(+) de i +1 а i 

De este modo, el problema de contorno para la ecuación 
de segundo orden se ha reducido a tres problemas de Cauchy 
para las ecuaciones de primer orden. 

2. Estabilidad del método de factorización. Las fórmulas 
de factorización pueden emplearse, si los denominadores 
de las fracciones (8) y (10) no se reducen a cero, Las condi- 
ciones suficientes para ello están representadas por las 
desigualdades 


lal>jultibh t=4,2,.. a 0—4, 
їж 11, lx 1<1, bx [++ Го |< 2. (14) 


Probemos que siendo cumplidas las condiciones (14), los 
denominadores сү — ао, у 1 — аху no se reducen а cero 
y que 


[ае t=14,2 +. М. (12) 
Supongamos que | с; | < 1, y mostremos que | а 41 |< 4; 
entonces de aquí y de la condición | а, | = |% |< Г se 


deducirá (12). Examinaremos la diferencia |с, — a/a, | — 
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= ва 211 14110 1-10 1>10 100—1 [)> 
> 0, de modo que |с, — шо | > | bi 12 0, y 10141 1 = 
= lbi Vlci аю | <1. 

Observemos que si | се, | > |а, | + | bi, | siquiera en 
un solo punto i = to, sntances | в | < 1 para todo i > to, 
incluso para і м 1<1. En este саво | 1 — a yXy [> 
21 — ам 11% i>i l'—]ay|>0, y la condición 
[a 1 + lx] <2 será superflua. Si |x, |< 1, entonces 
lay |< 1. En cambio, si | ж, | = 1, entonces [xy |< 1 

y Гам |< 1, у tenemos |1 — ayx, |21 — | ам | ка 1> 
5 1 — | xy] > 0. De este modo, si se cumplen las condi- 
ciones (11), el problema (1) tiene la única solución la cual 
se halla según las fórmulas de factorización (8)—(10). 

Los cálculos según las fórmulas (8)—(10) se real 
en un ordenador aproximadamente, con un número finito 
de cifras significativas. А consecuencia de los errores de 
redondeo se halla, de hecho, no la función y, (la cual repre- 


senta solución del problema (1)), sino Jı, esto es, la solución 
del mismo problema con coeficientes porturbados 2.5.5. 


Р Ж, y segundos miembros Jn Б Ña. Surge naturalmente 
la cuestión de si ocurre o'no, en transcurso de los cálcu- 
los, el aumento del error de redondeo, lo que puede conducir 
tanto a la pérdida de precisión, como a la imposibilidad de 
continuar los cálculos a causa del crecimiento de las magni- 
tudes que se determinan. A título de ejemplo puede servir 
la búsqueda de y, según la fórmula y, +, = фу para q > 1. 
Puesto que yn = "у, para cualquier y, puede indicarse 
tal ny que y, será el infinito de ordenador. Realmente, en 
virtud de los errores de redondeo, se determina no el valor 


exacto de yı, sino el valor de Y, a partir de la ecuación 
#за = di + т, donde т es el error de redondeo. Рага el 


error бу = Jı — (81 Pbtendromos una ecuación бу 
= абу + (i = 0, 1, ..., буо = п). De la fórmula бу = 
= qn + n (q — 1)/(q — 1) se ve que el error бу, va cre- 
ciendo, рага g > 1. de manera exponencial a medida que 
crece і. 

Volvamos al método de factorización y probemos que el 
error ôy; no aumenta cuando | а, | < 1. Efectivamente, de 
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las igualdades Y, = агъа + Визз Vi iia + Bita 
proviene бу, = аиа: | yi |< | а | 1 ёи |S 


< 841 |, Porque | ai | < 1. 
Tomando en consideración que en el transcurso de los 


cálculos se perturban también los coeficientes ару, Bu 
se puede señalar que el error бу, es proporcional al cuadrado 
del número de nodos N: 
ô: e 
máx 16411 <, 

donde e, es el error de redondeo. De aquí se ve la relación 
que existe entre la precisión requerida e de la solución Че! 
problema, el número /V de ecuaciones у el número de cifras 
significativas del ordenador, puesto que в? œ 

3, Otras variantes del método de Tnctorización. El mé- 
todo de factorización (8)—(10) analizado más arriba, en el 
cual la determinación de y, se realiza sucesivamente de 
derecha a izquierda, se denomina factorización derecha. 
donen se anotan las fórmulas de la factorización 

Ча: 


2] 
p lr NA, 02 0012, 4, w= 03) 


e ME рү ү = 
т Пшр, ¿i=N—4, N—2, ... 2, 1, х= рь (14) 


+) 
иы ни тн #=0, 1,..., /—1, 


=. (15 


En efecto, suponiendo que yi4, = {у + тна, eli 
.minomos de (1) Y1+y obtendremos 
=й + (н — 1) Ya + атн 
о bien 1258 
у= ау наз НЫ, е. 
Al cotejar con la fórmula y, = + Bi, obtendremos 


(13) y (14). El valor de yo ca , de la condición yo = 
= жу, + р y de la fórmula y, = Бу, + т. De la desi- 
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gualdad |с — Бйз, |> lcr | — | bi || Birgi |> la l+ 
+ lola | git D, 14 — Epa 1>1— | | [ху | so vo 
que las condiciones (11) garantizan que las fórmulas de 
facterización izquierda sean aplicables у su cálculo sea 
estable, puesto que | | <1 (= 1, 2, ..., №). 

La combinación de las factorizaciones izquierda y dere- 
cha da el método de factorizaciones opuestas. Empleándose 
este método, en la región 0 < í < i, + 1 se calculan, según 
las fórmulas (8), (9), los coeficientes de factorización о, 
Pi, y en la región і, < i< N se hallan, por las fórmulas 
(13), (14), Es y ти. Cuando i = te, se realiza la conjugación 
de soluciones en la forma (10) y (15). 

De las fórmulas у, = 04, +11 + Ва, = bryn H 
++ hallamos 


TUN 
i 1— a tH 7 


La citada fórmula tiene sentido, puesto que por lo menos 
una de las magnitudes |+, | Ó | œ+, | es, en virtud 
de (14), inferior a la unidad y, por 1o tanto. 4 — + г> 
> 0. Al conocer у,,, podemos hallar, sirviéndonos de la 
fórmula (10), todos los valores de y, para i < ip, y, por la 
fórmula (15), todos los valores de y, para ¿> lp. Cuando 
1 > 1, € ¿< ip, los cálculos son autónomos (se llevan a cabo 
paralelamente). El método de factorizaciones opuestas es 
particularmente cómodo, si, por ejemplo, se pide hallar 
y, sólo en un nodo i = iy. 
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operacionales 
1. Espacio lineal*). Veamos un conjunto H de elementos 
Z, Y, Z, . . ., respecto de los cuales se sabe que a cada par 


de elementos z e y, pertenecientes а H, se le pone en corres- 
pondencia de tal o cual modo un elemento tercero z € H, 
llamado suma de los dos elementos primeros y designado 
2=x-+y: a todo elemento z€ Н y а cada número A 


*) Véase, рэт ejemplo, V. Ilyin, E. Poznyak, “Linear algebra“, 
вана Mis, отрар У ПУ ад ааа 
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se les pone en correspondencia un elemento u Є Н, deno- 
minado producto de z por el número А y designado и = Az. 

El conjunto Н se llamará espacio lineal, si las operaciones 
de sumación y multiplicación por un número, determinadas 
рага sus elementos =, y, z, ..., satisfacen los siguientes 
axiomas: 

1) z + y = у + = para cualesquiera z, y € Н (conmu- 
tatividad de la sumación); 

2) (к + y) +: = = + (y +3) para cualesquiera =, y, 
® EH (asociatividad de la sumación); 

3) existe un elemento «cero», designado 0, tal que = + 
z para cualquier z € Н; 

4) para todo elemento z € Н existe un elemento opuesto 
ES tal que z + (—2) = 0; 

z 


6) (Ap) z = А (pz) (asociatividad de la multiplicación); 

7) À (z + y) = àz + Ay; (А -+ p) z= Az + pz (distri- 
butividad de la multiplicación respecto а sumación), donde À 
y р son unos números cualesquiera. 

Un espacio lineal se denomina complejo, si para sus ele- 
mentos está definida la multiplicación por números comple- 
jos y se Пата real, si viene definida solamente la multiplica- 
ción por números reales. 


Los elementos z, y, 2, . . . del espacio lineal Н llevan 
el nombre de vectores. 
Los vectores ту, ту, - --, ху Se denominan linealmente 
independientes, siempre que la igualdad 
ал, + с, +... + сан = 0 (0 


se verifica sólo cuando с, = сі .. = си = 0. Si, en 
cambio, existen tales сү, са, -.., см (no todos iguales 
в cero) que tiene lugar la igualdad (1), entonces los vectores 
Zy, - . «, Zy ве llamarán linealmente dependientes. El número 
máximo (si existe) de vectores linealmente independientes 
del espacio lineal Н se denomina dimensión del espacio 
citado. Un espacio que posee una infinidad de vectores 
linealmente independientes, se denomina de dimensión 
infinita, 

El espacio Н se Паша normado, si рага cada z€ Н 
viene definido un número real || z |, denominado norma, 
que satisface las siguientes condiciones: 
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1) Il z 11 > 0 para z 3 0; |12 || =0, зі z = 
2) llz+yl< lzi + Н 1 (desigualdad triangular); 
3) сх || = |с 1-11 1, donde с es un número. 


Se denomina espacio euclídeo (unitario, respectivamente) 
el espacio lineal real de dimensión finita Н (espacio lineal 
complejo de dimensión finita H, respectivamente), en el 
cual a todo par de vectores =, y se les ha puesto en corres- 
pondencia un número real (complejo) (т, y), denominado 
producto escalar de dichos vectores, con la particularidad de 
que se consideran cumplidas las siguientes condiciones: 

Para el caso de un espacio euclideo: 


(т, y) = (y, 2) (simetría); 

2 (a + za у) = (т, y) + (ть, y) (distributividad); 

3) (iz, y) = А (z, y) (homogeneidad), donde A es un 
número real cualquiera; 

4) si 25 0, entonces (z, z) > 0. 

Para el сазо de un espacio unitario; 

1) (z, у) = (y, 2); 

2) (2, + Za, 0 = (z, Y) + (a Y); 

3) (àz, у) = А (z, y) рага cualquier número complejo A; 

4) si т 5 0, entonces (z, х) > 

Hemos de observar que el аря escalar introducido 
(z, y) engendra еп H la norma 


Па (=, 2). (2) 


Resulta válida aquí la desigualdad de Cauchy —Buniakov- 
ski 
l (z, v) P < (=, 2) 500, y, 8) 


la cual puede escribirse, tomando en consideración (2), 
en la forma 


Пе, и < е1 y le 


2. Operadores lineales en un espacio de dimensión finita. 
Sea H un espacio lineal de dimensión finita provisto de 
producto escalar (z, y). Designemos con D cierto subespacio 
de H. Si a todo vector z € D se le ha puesto en corresponden- 
cia, de acuerdo con una regla determinada, el vector y = Az 
de H, suele decirse que еп Н está dado el operador A. El 
conjunto D с: U se Hama dominio de definición del opora- 
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dor A y so designa D (4). Un conjunto de todos los vectores 
del tipo у = Az, z c D (А) se denomina campo de valores 
del operador А y ве denota R (А). Si D (А) = H, dicen que 
el operador A está prefijado sobre Н. 

El operador A ве llama lineal, si a) es aditivo, es decir, 
A (z, + ту) = Az, + Az, para cualesquiera т, z,€ H; 
b) es homogéneo, es decir, А (cz) = сАт para todo z€ H 
y cualesquiera números c. Los requisitos a) y b) son equiva- 
lentes а la condición А (сүт + cats) = сайа, + с.г, 
cualesquiera que sean zı, 7, € Н y los números c, y Cy 

Un operador lineal se denomina acotado, si existe tal 
constante М > 0 que 


Az 11 <M Ilzi para todo EH. (4) 


La cota inferior exacta del conjunto de números M que 
satisfacen la condición (4) lleva el nombre do norma del 
operador A y so denota || А ||. Está claro que 


Az <А |. (5) 


En adelante se considerarán siempre operadores lineales 
acotados A profijados sobre H con el campo de valores 
R (А) = Н. Tal operador А aplica H en Я, lo que se escribe 
en la forma: A: H — Н. 

En el espacio de dimensión finita cualquier operador 
lineal es acotado. 

Si a cada y € Н le corresponde sólo un vector z € H, 
рага el cual Ат = y, entonces mediante esta corresponden- 
cia queda definido un operador А-1, denominado inverso: 
A-1; H—> H. De la definición de operador inverso A~ 
proviene que 


А (Az) = х, А (А-1) = y рага cualesquiera z, y € Н. 


Un operador D que actúa según la regla Dz = А (Bz) 
recibe el nombre de producto de los operadores A y B y se 
designa D = АВ. Un operador Е se denomina operador 
unidad (idéntico), si Ех = х para todos los z € Н. Si existe 
А 71, entonces А-А = AA"! = Los operadores А у В 
зе llaman permutables o conmutativos, зі АВ = ВА. 

Es evidente que A”! ез un operador lineal, si lo es el 
operador A. Resulta válida la siguiente afirmación: 
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Para que un operador lineal A: Н —> H cuente con su 
inverso, es necesario y suficiente que la ecuación Az = 0 
tenga la única solución z = 0. 

Un operador A*: Н-› Н se denomina conjugado del 
operador A: Н-> H, si 

(Az, у) = (=, A*y) para cualesquiera =, y ЄН. 

El operador A es autoconjugado (simétrico), siempre que 
А = A* (o bien (Az, y) = (z, Ay) para cualesquiera =, 
y Є Н). El operador lineal A se llamará: positivo, si (Az, т) > 
> 0 (z € H; х 5 0); definido positivo, si (Az, х) => ô || z |P 
(2 € H), donde 8 > 0 es un número; no negativo, si (Az, z) > 
> 0 (z € Н). Cualquier operador A puede ser representado 
como una suma: 


А-АА, 4=--(А+А*), A = (AA), 


donde A, = Aj es un operador autoconjugado у А, = 
= —A?, operador antisimétrico, para el cual en un espa- 
cio real se verifica (A,, z, т) = — (z, Ау) = — (4,2, т), 
у, por consiguiente, (A,z, т) = 0. Por eso, para cualquier 
operador А en el espacio real H se verifica la igualdad 
(Ax, т) = (А ох, z) рага todos los ЄН. (6) 
Hagamos uso de las siguientes desigualdades opera- 
cionales: 
A>0, si (Az, 1) > 0, para todos los z € H; 
А > 0, si (Az, х) > 0, para todos los z € H, z #0; 
A > ôE, si (Az, т) ;> ô || z |, para todos los z € H, 


(7) 


donde Е ез un operador unidad. 
La desigualdad 


В > ад 


significa que queda cumplida la condición В — «А > 0, 
es decir, ((B — aA) z, z) >0 (para todos los z € 11). 

Si en un espacio real А + А*, entonces la desigualdad 
A ;>0 (А > 0) será equivalente a la desigualdad Ap > 0 
(45 > 0), lo que se deduce de (6) 
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Sea A un operador positivo. Entonces, existe un opera- 
dor inverso А-!: Н — H, siendo A-">0 para A 2 0, 
(А -1)* = А ~! cuando A* = A. En efecto, el operador A~ 
existe, siempre que la ecuación Az = 0 tiene solamente la 
ecuación trivial. Admitamos que Az = 0 cuando = 59 0; 
entonces 0 = (Az, х) cuando т 52 0, lo que contradice la 
condición А >0, o bien (Ах, х) >0 cuando z 5 0. De 
este modo, si А > 0, entonces la ecuación Az = y tiene la 
solución única. 

3. Valores propios del operador lineal. Sea А un opera- 
dor autoconjugado en el espacio V-dimensional H provisto 
de producto escalar (,). Analicemos un problema sobre los 
valores propios del operador A: se pide hallar los valores del 
parámetro А (valores propios), рага los cuales la ecuación 


homogénea 
= (8) 


tenga soluciones no triviales (vectores propios). Не aquí 
algunas afirmaciones fundamentales del álgebra lineal 
sobre el problema de valores propios. 

1) El operador autoconjugado А tiene N vectores propios 
ortonormalizados Ey, Ey, ..., Ei 


Ф.а. 9-р Ф® 


2) Los valores propios correspondientes son reales у pue- 
den disponerse en el orden de crecimiento de sus magnitu- 
des absolutas: 

0<IkAI<SIMI<...<linl. (10) 


3) Si A es un operador positivo, entonces todos los valo- 
res propios (y) son positivos: 

A A an 
Efectivamente, А, = (45, EN/II Es IP = (4E,, 5) > 0, 
puesto que E, 9 0. 

4) Un vector arbitrario z € H puedo ser descompuesto 
según los vectores propios del operador А = А*: 


x 
z= 2 ato а= (z, 5), (12) 
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quedando en este caso válida la igualdad 


x 
IES (13) 


En efecto, debido a la condición (9) de ortonormalidad 
del sistema (Er) tenemos 


М x 
IzlB=(> z)=( È оь, 2 criar) = 


yN ya x 
= Y, 2, ак.) È 2 еек = У) che 
ка ЕЕ a 


5) Si A = A* > 0, entonces la solución de la ecuación 
Az = f puede ser representada en la forma 


А 
3 Pa (14) 


donde fa = (f, Ex) es el coeficiente de Fourier de la fun- 
ción /. Hagamos uso do las representaciones 


н x 
z=) о f= È faëa 
a к 
у escribamos 


x 
0=Az—f= 2, кем А) 


Al multiplicar esta igualdad escalarmente por E, y teniendo 
en cuenta que (En, Ел.) = Ona», ћаПетоз 0 = Anc, — fas 
es decir, су = falha. 
6) La norma de un operador autoconjugado А es igual 
al módulo de su valor propio máximo: 
ПА = máx [А1 = (А. (15) 
1SHEN 


Efectivamente, aprovechando (12), obtenemos 


А н 
Az= Y суА = 2) Ао, 
2 © 
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y, en virtud de (10) y (13), tenemos 
н x 
Паг 2 MAKAN 2 ek= AN Ila |3, 


es decir, || A || < | Ay |. Esta estimación se consigue. En 


efecto, para == Бу tenemos || Az |2 = || АЕ IP = 
= Ал |? = | Ay |, puesto que [| Ey ||? = 1. De aquí 
precisamente se desprende que || A || = |А» |. 
7) Si A = A*, entonces 
[А = sup |(4z, 2). (16) 
1а. 


8) Si A = A* > 0, entonces 4E < A <AyE, o bien 
M liz IP < (Az, 2) < ày lz IP, A >0, 2€H. (17) 


9) Si el operador A es positivo, será definido positivo, 
es decir, existe una constante ё > 0 tal que de la condición 
А > 0 proviene la desigualdad А > ôE. Рага un operador 
autoconjugado esta propiedad se deduce de la propiedad 8). 
En el caso general representemos А en forma de una suma 
А = А, + Ay donde A¿=A3>0, А, = —А} ез un 
operador antisimétrico. Puesto que (Аг, т) = 0, зе tiene 
(Az, т) = (А, z, z) >0. Para A, es cierta la propiedad 8). 
Suponiendo A, = A, (As) = ô > 0, obtenemos (Ат, т) = 
= (Ат, т) > ô || z | para todos los =Є Н. 
10) Si existe 071, las desigualdades operacionales 


C>0 0*с0>0 (18) 
serán equivalentes. Esto se deduce de la identidad 
(0*CQz, х) = (CQz, Qz) = (Cy, y), 
donde y = Qz, z = Q-y. 
41) Sean A, y A, los operadores en Н autoconjugados, 
positivos у pormutables: 
A,=41>0, А = 442 0, А4, = A,A. (19) 


En este caso los operadores A, у Ay, la suma de ellos A, + 
+ А, y el producto A,A; tienen un sistema común de fun- 
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ciones propias (Ex): 
Aba = МБ Ад = М 
2 (А, + 4) = А (4) + À (А), 
2 (4143) = А (А) А (43). 


12) Si А = А* г> 0, entonces ell operador A~ = 
= (4-1)* > 0 es también autoconjugado, tiene los mismos 
vectores propios que el operador 4, y los valores propios 
2 (4) = 1/1 (А). 

Efectivamente, de AE, = Aaa proviene Ea = MA En, 
es decir, (A) ® = (1/41) En. De aquí concluimos que las 
desigualdades АЁ < A < АУЕ y (1/hy) E < A™ < (1/4) E 
son equivalentes. 

4. Problema generalizado sobre valores propios. Sea dado 
un operador autoconjugado positivo В. Introduzcamos un 
producto escalar nuevo (z, y)» = (Bz, y) y una norma 
Пу llo = V (By, y). Un espacio Н provisto de producto 
escalar (т, y) в recibe el nombre de espacio energético y зе 
designa H p- 

Examinemos un problema generalizado sobre valores 
propios que consiste en buscar las soluciones no triviales v 
de la ecuación 


Av=pBv, v#0, (20) 


donde A es un operador autoconjugado positivo. 

Supongamos que los operadores А y B están representa- 
dos por las matrices respectivas А = (a), В = (Би) 
(i, j = 1, 2, --., N). La ecuación operacional (20) puede 
escribirse en forma de un sistema de ecuaciones algebraicas 
lineales 


н x 
Y ард =р Ў) Б, i=1, 2,..., N, 
jmi jm 


donde и, 10% son componentes del vector v. Para 
determinar los valores propios se obtiene una ecuación 
algebraica de N-ésimo grado 

det (а — pbi) = 0. (21) 


Para el problema (20) son justas las propiedades análogas 
a las del problema corriente Sobre valores propios, a saber: 
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existen N vectores propios ortonormalizados en el sentido 
del producto escalar (=, y) y 


(оь, Um) в = бат, km=4,2,.... N, (22) 
a los cuales corresponden los valores propios 
0<HM<...<Hy (23) 


Por analogía con el p. 3 tenemos 


N 
z=% Ы У 


x 
= . (24) 
\>\з= 2 4 (24) 

Se verifican las desigualdades operacionales 
mB SA < pyB, (25) 


con la particularidad de que р y es la norma del oporador А 
en Н». Esto significa que 


Az lla < А la ЇЇ llo. 
OBSERVACIÓN. Las desigualdades 
ү,В< А< +В, үп >0, (26) 
пење Amd, 2,2... N, (27) 
son equivalentes. En efecto, descompongamos un vector 
к x 
arbitrario z= У) суру, hallemos (4—уВ)г= 2, ca (pa — 
КЕ = 
—y) Bv, y el producto escalar 
М x 
(Ат) 2, 2)= 2 сй(»— (Bo va) = 2 а 


donde y es uno de los números y, б үү. Suponiendo = = Va, 
determinemos ((A — yB) Va, Va) = pa — ү. Sea y = Ya 
y supongamos cumplida la condición A < үз; entonces 
Ha < Ya. La afirmación recíproca es también cierta. Análo- 
gamente se realizan los razonamientos para ү = үү. 
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5. Espacios lineales de las funciones reticulares. 
radores de diferencias. En lo que sigue se examinarán sólo 
las funciones definidas sobre la red con nodos de números 


enteros: 
op = {t i=0,4,.. n N} 


Al introducir en el segmento 0<x<1 los nodos 
zı = ih, h=4/N (i 0, 4, . . ., N), obtendremos una red 
uniforme de paso A como una variedad de nodos х, = ih 
con índices de números enteros: 

ок= {ш = 1=0,4..., N; h=4/N). 


El paso de una red a la otra es evidente y en algunos casos 
(bastante frecuentes) no las destinguiromos. 


Denotemos con Rys = (Yi, Ё = 0, 1... ., А} еї евра- 
cio de funciones reticulares definidas sobre la гей ө», 
соп му = (Y = 0, 1, ..., №; Yo=0, yn = 0} el 


subespacio de funciones reticulares que están definidas 
sobre la red о y y se reducen a cero en los nodos de frontera 
de la red он: yo = ум = 0. Las funciones de нъ, зе 
designarán y (i) = pi- 

Veamos unos ejemplos de operadores de diferencias más 
simples. Para el operador de la diferencia derecha Á tenemos 


Ай = Yiri — Ya =04...N—-4; 
aquí el dominio de definición өз Q y +1, е! campo de valores 
está representado por el espacio Оу = (y, i = 0, 1, +... 


-. № —4) de N-ésima dimensión. 
Para el operador de la diferencia izquierda Y tenemos 


уй = Yi — йз 1= 1,2... M 
el dominio de definición es Q у +1, el campo de valores está 
representado por el espacio Ох = (yy, i = 1, 2, ..., N} 


De la fórmula 
Ауы = А (Ayia) = А (уи) = Yia — Mi + Via 
so ve que ol operador de la segunda diferencia está definido 
para las funciones reticulares y, coni=4,2,..., N—1, 


es decir, aplica Q y ,, on ol espacio Өк, = (у, i= 1,2, ... 
N'—41). La misma propiedad posee el operador de 
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diferencias A: 


Аи = ыйы — си + ау = 
= А (уш) — (bi — а) (Уу) — (61 — а — bi) у, 
t=d di ЕИ 


es decir, Ay; E Qy зі у EL o bien, en la notación 


reducida, А: Өлүү Q yor 
Analicemos un problema de contorno en diferencias 


Аи = a =1,2....N-4, 
Yo = lo Ум = і (28) 
y escribámosla өп la forma matricial: 

AY = Ф, (29) 
donde; Ф = ( + аву la. A f ма + Бара) es el 
vector conocido e Y = cUra Ya) ёз un 
Vector desconocido, ашБов da Раоа N {Т A. эв ona 


matriz tridiagonal cuadrada de dimensión (№ — 1) X 
x (N — 1): 


Al comparar (28) y (29), vemos que se puade escribir 
Än = pr i=4, 2.a NA, 
ли = +» Ppi =h ащ, 
Ди = Ayn фй 2, 3, N—2, 
n-i + bw-ita (28") 


Хун = ам-айн-а——©н-Ун-+ Pu- 


El operador de diferencias А aplica Qy; en Qy. No es 


difícil observar que Аў, = Ау. En lugar de (28') obtendre- 
mos 
Мф hdn A 
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Introduzcamos ahora el operador A correspondiente a la 
matriz (29), suponiendo 


Аў‹= — Ху, = Ау, 1=1,2,...N—4. 
En tal caso, en voz del problema de contorno en diferencias 
(28) obtendremos una ecuación operacional 
Ау = Ф, 
donde Я: н.у = Онар E ay, ев docir, el operador А 


actúa de Q y., en Оу. Es evidente que А será un operador 
lineal. Ha de notarse que también puede considerarse 


(teniendo en cuenta que Ay = —А 0), que А aplica бл 


en мц. 
En el espacio H = Qy., se puede introducir un pro- 


ducto escalar 


КЕ 
= Y ye 
i=! 
y una norma 
Wyi=V И. 

Si se estudian el segundo (и, = жу = 1) o el tercero 
(xı 92 0, xa 9 0) de los problemas de contorno (véase (1) 
del $ 3), la matriz A será cuadrada de dimensión (№ + 1) х 
x (N + 1) y el operador А se definirá de la manera siguien- 
te: 

Ашу = = Ау = (biis — сл + айлы), 
TES ER N 
Ayo = — бой — Yo) Ayn = — (Un — xW ni) 
En este caso el operador A aplica el espacio Fi funciones 
reticulares Н = Q w+, en sí mismo: А: H — 

En adelante se analizará el primer robles de contorno 
para una ecuación еп diferencias de segundo orden; en 
este caso, según lo mostrado más arriba, H = Q yı- 

6. Fórmulas de Green de diferencias. Examinemos vn ope- 
rador de diferencias L: 

‚м-1. (80) 


Ly, = бу — cgi + Ria ё 
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Si bı + ауу, la matriz correspondiente по será simétrica. 
Es simétrica sólo en el caso 


bam  1=1,2 


м4. (31) 
Al tomar en consideración esta condición, escribimos Ly; 
en la forma siguiente: 
LY = isa — ай Ya = 

= ашы ida и) — а (Y — Ya) — (e — a — 

= аһ) и = аж Viga — а Уй — (ci — а — 

= аъ) Y = А (а Уу) — (es — а — аһ) и. (2) 
Dividamos el segmento [0, 1] con los puntos z; еп N partes 
iguales, hagamos y (т) = y; = y (i) e introduzcamos las 
designaciones que siempre se usarán en lo sucesivo: 

h=2, z=ih, 1=0,4,....N,2=0, zy=1, 


m- игил ‚ (33) 


є Жаз” 
=y- (1) = UY нин AV 
A > E 
Dividamos la expresión (32) рог А? y obtendremos un 
operador de diferencias 
Ayı = (ауд). 1—0» 


р (34) 


1 
а= (ааа), i 


En el $ 1 se ha obtenido Ја fórmula de sumación por partes 
Ns x 
D иди = — Ў) шуу, + (ио) н — (W). (85) 
= ГЛ 


Haciendo uso de las designaciones (33), escribamos esta 
fórmula en la forma 


ка x 
Vii — 2 Vida, (0) — (w) (86) 
кл 


N-i N-i 
puesto que 5) идо, = У и (5) n= D ушыһ. 
0 i0 1-0 
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Para que la exposición ulterior sea más cómoda, intro- 
duzcamos en el primer miembro do (36) la sumación entre 
{4 = 1 е i = № — 1; esto nos conduce a la fórmula 


ма x 
2, ирыћ — 2 оу аА (Ии иь (87) 

Sustituyamos aquí v; = а; se obtendrá 

rn д 


2, иба) — 2) ааа 
+(ayz)w — Yo (аз). (38) 


Esta es la primera fórmula de Green de diferencias. Cambie- 
mos de lugar en ella y, у 21: 

ма x 

È, абада 015 85, h+ 


+ (аул) — (ауд. (38%) 


Al sustraer (38') de (38) obtenemos la segunda fórmula de 
Green de diferencias 


ns y-t 
2 yı (az;)zuh = 2, zı (ау) аам (025—0) н — 
— (vo (02), — zo (ayz))- (39) 
Si están cumplidas las condiciones 
Y = 2 = 0, Ум = 20у = 0, (40) 


es decir, si y=3, z = 2 € Ùw, entonces en el segundo 
miembro de la igualdad (39) dos últimos sumandos se anulan 
y 


РЕТИ Жей. ла 
дй (02) ће Ж а (ай) ho (44) 

Al sustraer de ambos miembros de la identidad (41) la 

suma 

Кип 


2 аһ, obtenemos la segunda fórmula de Green para 
£ 
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єй: 
а РС 
2 ИА 2 z,Ayih (42) 
para el operador de diferencias 
Ай = (аўды — diju, cualquiera que sea y EÓy+ (43) 


Sea H = Qy; un espacio de funciones reticulares у, 


prefijadas рага ¿=4,2,..., № — 1, con el producto 
escalar 
w = 2 РДА 
у la norma 
AOS 
Introduzcamos el operador A: 
Ay=—A YEN. (44) 


Entonces la segunda fórmula de Green puede anotarse en 
la forma 
(y, Az) = (Ay, 2). (45) 


Esta fórmula expresa la propiedad de autoconjugación del 
operador А: Ае = А y, por lo tanto, A* = A. Cuando 


z= i Eyin la primara fórmula de Green (38) nos da: 


Noi, . 
-3 и аўдын, а б? 0 А 
para ў, 960, а1220, (46) 
(уа que Ya = ўн = 0, (46) puede ser ci a cero sólo en el 


caso on que Y =0 (¿=4,..., М — 1). Teniendo pre- 
sente la бшш del иде Жу йш 


(Ау, у= 3 а (yz h+ 3 dyih>0, a>0, 
(220. (47) 
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De este modo, el operador de diferencias A, definido por las 
fórmulas (43), (44), es autoconjugado y positivo: А = 
= A* > 0, siempre que 
а> 0, 020, i=1,2, М4, ay>0. (48) 
7. Condición de anlceasjujación del operador de diferen- 


cias de segundo orden. Nos hemos convencido de que la 
condición (31) es suficiente para que el operador de diferen- 


cias (30) sea ашосопјивайо en el espacio H = Оку. 
Mostremos que la condición (31) es necesaria para que sea 
autoconjugado L. Representemos L en forma de una suma: 


Ly = Layi + Loya, 
Lai = а (Visi — V) — 4 (Yi — Yia) — (61 — а — б), 
Layi = (bi — tis) за. 


Como ya se ha mostrado en el punto antecedente, el 
operador Ly: = МАу, Ayı = (ay; — diyi, es auto- 


conjugado en el espacio H = Qy+, ó en H = Qy, con el 
Na 


producto escalar (y, v) = Jjywih. Por eso podemos es- 
imi 


mti 5) (ù, е Li) = 


= (Ay, 0—0, Ab) (r Lab, 2) (5, y Lo) 
x 


= ж (bi am) (инш ион) h. 
i 


De aquí se ve que (Ly, v) = (y, Lv), es decir, L = L* 


sólo a la condición de que 
yai 
Д) (ан) (ино yw) h= 0. (49) 


Por ser arbitrarias y, у v;, podemos tomar y; 
н ‚ donde і, es un nodo fijo cualquiera (iy = 1,2, 
5 7 4), mientras que б, 1, es el símbolo de Kronecker. 
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Obtenemos, pues, рый — YiViga = 1,1, y la condición 
(49) nos da bi, = а.м. Con esto queda demostrada la 
necesidad do la "condición (31). 

Se debe notar que la ecuación 


Ly = —һ (50) 
puedo ser reducida a la forma 
Ly, = А (4, уу) — Dii = Р, (51) 


donde Ё es un operador autoconjugado. En efecto, multi- 
pliquemos ambos miembros de la ecuación (50) por p; + 0: 


Ту = майа — шсш + biitin = ый 


y exijamos que para la ecuación obtenida se cumpla la condi- 
ción (34), es decir, 


bipi = (айза = аури = Aro 


i 
De aquí obtenemos ма (27) ш= ы [| dxan y la 
ка 


ecuación (51), donde А,=ар, 2, = (с —а@—), Fi = 
= шў. 

8. Valores propios del operador de diferencias de segundo 
orden. Examinemos un problema de diferencias sobre valores 
propios: 


(de — diyi + Ми = ,N—1 


Ух = 0, (52) 


o bien Ay = Ау, y € Qy- donde А se determina рог la 
igualdad (44). El operador А es autoconjugado y positivo, 
razón рог la cual а él se refiere todo lo dicho en el р. 4. 

En el caso más simple, a, = 1, d; = 0, los valores pro- 
pios y los vectores propios pueden hallarse en la forma 
explícita. Así pues, se requiere encontrar soluciones no 
triviales de la ecuación homogénea con condiciones de 
contorno homogéneas 


Узза + M=0, ¿i=4,2,...N—4, ANN = 1, 
уо = 0, уу =0, и 90. (53) 
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Escribamos la ecuación (53) en la forma siguiente 
Yia — 2 cos ayı + Yi = 0, 20080 = 2 — А. (54) 
La solución general de esta ecuación tiene por expresión 
ши = с, соз la + сз sen ia. (55) 


Exigimos que se cumplan, las condiciones de contorno: 
vo = су = 0, ун = са вер Na = 0. Como se busca una 
Solución no trivial, entonces с, +0 y son Na = 0, es 
decir, Na = тл (m = 0, 1, 2,...),@=@„=тл/М = 
= mnh. De la relación 2 cos a = 2 — АЛ? encontramos 


AM=2(1—cosa) = 4 зеп? -5-, 


ъ= oA, (56) 
A este valor de Am le corresponde una función propia 


iħ, ¿=0,4,2,., N 
(657) 


definida con una exactitud de hasta un factor constante 
arbitrario. No es difícil notar que 


Ym (i) = с sen nmz, с #0, z = 


ун (i) = c sen л Nz; = c sen ni = 0, i = 0,1, 2,. 
ума (0 = c sen л (N +1) х = c sen [лл + azl 
= c sen nz, cos ni = (—1)'y, (i), 

Yntmn (0 = 0 Um (0, т = 1, 2.a N—4. 
Por consiguiente, рага т < N, sólo las funciones ym (i) 
son linealmente independientes. Así pues, se ha encontrado 
la solución no trivial (funciones propias Ym (í) que corres- 


ponden a los valores propios Am). 
Elijamos el factor с de un modo tal que la norma de las 


funciones ym (1) sea igual а la unidad: ||ym (0 I| = 
me || sen л mz, || = 1, c > 0. Con este fin se debe cal- 
cular 


ma Г 
зеп тл, |2 5) Asontamz,=- J) h(1— соз 2лтад). 
а pu 
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Al denotar а = 2лт y sustituir cos 2лтту = соз ak = 
= Re elsa, llegamos а que 


н-ї N-1 


Ў. Һоов 2лта, = Ве Y) helos mh ROL 040" р 
ке! к= 1.0 

ya iy Nh_ А 
Ison mz, e= 250% _ 1. У) hcos2ama ==, 


э 
11 son mz || =1/V 2; 
por consiguiente, c=} 2. De este modo, la función 
ум) =V 2 sen amz, (58) 


está normalizada hacia la unidad. 

Las funciones propias у, (i) € Ym (i), correspondientes 
a los diferentes valores propios A, у Am, son ortogonales 
en el sentido del producto escalar 


N1 
(и.о) = 2 vvh. 


El problema (53) constituye un caso particular del 


problema (8) con el operador Ay (i) = —Yze (i). Dicho 
operador es, evidentemente, autoconjugado y positivo, 
puesto que 


ma 
Un й= 2 (9 9>0. 


Por esta razón todo lo dicho en el p. 3 queda vigente tam- 
bién on el caso dado. 
Los valores propios А, crecen a medida que crece ғ, 


puesto que sen% s< son 22 (s+1) < 1 paras <<. El va- 


lor propio mínimo es A, =-уу sen? 27. El valor propio má- 


h 
Zt, ya que sn -F 


1 
ximo es igual а Ay- У 
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Escribiendo А, en la forma А, =n? (E) ,E=nhl2= 


=x5h/2<3/4, y teniendo presente que sen Ẹ/Ẹ decrece y 
tiene mínimo para E = л/4, obtenemos А, > 8 para h < 1/2. 

Para Ày, tenemos una estimación Ay., < 4/?, y, por 
consiguiente, 


ВА 4, к=1,2,..„М—1, 


$ 5. Principio del máximo рага las ecuaciones en 
diferencias 


1. Principio del máximo y sus corolarios. Para las ecua- 
ciones en diferencias de segundo orden con coeficientes posi- 
tivos 
Ly = ауа — сл + diia = o 

1=4,2,...N—4, у=. ун 
u>, Ы>0, аёаа +ы, = 1,2,. 


» 0) 
a NA 
(2) 


tiene lugar el siguiente principio del máximo, 

TEOREMA 1 (principio del máximo). Supongamos que un 
operador de diferencias L está definido por las fórmulas (1), (2). 
Si para una función y,, prefijada sobre la red © y diferen- 
te de una constante (1 < i < № — 4), se cumple la condición 
Ly, > 0 (Ly, < 0) para todo і = 1, 2, ..., N — 1, enton- 
ces dicha función no puede tomar el valor positivo máximo 
(negativo mínimo) en los nodos interiores de la red. 

DEMOSTRACIÓN. Sea Ly 220 (i= 
Supongamos que el teorema no es cierto e y; 
valor positivo máximo en un nodo interior і = iy, 1< 
Фі <N—4: у = máx у = M¿>0. Como y, ss 


осем 

зё const, se encontrará un nodo interior і, (і, puede coinci- 
dir con ¿,) en el cual у, = у, = My > 0, y en uno de los 
nodos vecinos, por ejemplo, en el nodo ¿=i—4, se 
verifica la desigualdad rigurosa у, < yı Escribamos la 
expresión para Ly, en la forma Ly, = bi (ун — Yi) — 
= а (Yi — йд) — (ci — ащ — bi) и. En el nodo i= i 
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tenemos 
шь = Bio (ова — Yio) — Gio (Ио — Ува) — 
— (Cio — Gio — br) Yi < 0, 


lo que contradice la suposición Гу, > 0 para cualquiera de 
losi = 4, 2, ..., № — 4, incluso para i = із. La prim 
afirmación dol teorema queda demostrada. La segunda afir- 
mación se demuestra análogamente (basta sustituir y, por 
—y, y aprovechar la afirmación que acabamos de demostrar). 

COROLARIO 1. Si se cumplen las condiciones (2), es decir, 
si Ly, <0(=1,2, N — 1), уо > 0, ум > 0, enton- 
ces y> 0 (i EA 

Si Ly>0, Y<0 yy KO, entonces y S0 

(=0,1,..., №). 

DEMOSTRACION. Supongamos que Ly, <0 e yı < 0 por 
lo menos en uno de los nodos interiores i = ¿,; entonces y, 
alcanza el valor negativo mínimo en el nodo interior, lo 
que es imposible en virtud del principio del máximo. 

CoRoLARIO 2. Si фу 22 0, р, 220, н, 22 0, entonces la 
solución del problema (1)—(2) es no negativa: y, >0 (i = 
=0,4,... №). 

COROLARIO з. Si quedan cumplidas las condiciones (2), 
el problema 

Ly =0, t=1,2,. 


tiene sólo una solución trivial y el problema (1), (2) es resoluble 
univocamente, cualesquiera que sean Qi, Y, һу. 

римовтвАстон. Suponiendo que la solución y, del pro- 
blema (3) es diferente de cero por lo menos en un solo punto 
llegamos a una contradicción соп el principio del 
máximo: si yi, > 0 (ys, < 0), entonces y, alcanza el valor 
máximo positivo (mínimo negativo) en cierto punto interior 
i = ip, lo que es imposible. Por consiguiente, y; = 0. 

TROREMA 2, (teorema de ёотратасібп). Supongamos que 
y: es la solución del problema (1), (2) e yı, la solución del 
problema 

Ly =-—%, 1=14,2,.... N—1, у= yw 


5—4, уо = 0, Yy=0 (3) 
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y, además, admitamos cumplidas las condiciones 


ГГ, Т1. 1 1 
En este caso resulta válida la estimación 
1и < ў, para todo 1=0,4,..., М. 


DEMOSTRACION. En virtud del corolario 2, tenemos y, > 0. 
Para la diferencia y, — y, y рага la suma y, + y, obtene- 
mos una ecuación del tipo (1) con los segundos miembros 
Y — Ф220, ш — № 20, p ра 220 y Ф + Ф 22 0, 
ш + 2>0, ру + н >0, respectivamente. Puesto que 
Gi +P >0 y ра + ва >0 (a = 1, 2), entonces, debido 
al corolario 2, y, — у: > 0, yı + yı > 0, de lo que se deduce 
que —y; < y: < й. lyi 1< Y, lo que se trataba de de- 
mostrar. 

La función y, se denomina mayorante para la solución del 
problema (1), (2). 

2. Estimación de la solución del problema de contorno. 
Representemos la solución del problema de contorno (1), (2) 
en forma de una suma у = у{' + yf”, donde yf’ es la 
solución de la ecuación no homogénea con condiciones de 
contorno homogéneas: 


Ly = –ф. 1=1,2,...N—4f, Y =Yn=0, (4) 


mientras que yi” representa la solución de la ecuación homo- 
génea con condiciones de contorno no homogéneas 


Ly=0, i=1,2..,N—4, у= ш, Ин = Py 


(5) 
Demostremos que para y¿” es justa la estimación 


amr Ly?" [<máx(]| pal, 1p 1)- (6) 


Sea y, la solución del problema 
Ly =0, i=4, 2, .... М—1, 
ъ= =н, P= máx (| p |, | pa |) 
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Entonces, de acuerdo con el teorema de comparación, 
Lu” | << ly, |, mientras que, en virtud del principio del 
máximo máx | y, | < p, puesto que y, > 0 puede alcanzar 

o N 
el valor positivo máximo sólo en la frontera, es decir, cuando 
i=00i=N. 

No es difícil demostrar que la magnitud máx |y; | ез 
una norma. La norma suele designarse con el simbolo || y lle. 
De este modo, hemos obtenido la estimación || y® |с < 


< máx (| p |, | Ma |). 
TEOREMA 3. Supongamos que están cumplidas las condi- 


ciones 
1а 120, 16120, 4 = [1—14 1—16 1>0 
1= 1,2,0... N (0) 


Entonces, para la solución del problema (4) es justa la esti- 


mación 
ША < N P Mer (8) 
DEMOSTRACION. Con el fin de demostrar la citada afirma- 
ción escribamos (4) en la forma 
CY = ауа + diia + Que (4) 


Supongamos que | у; | alcanza su valor máximo | у, | > 
> 0 cuando і = ip (0 < і, < N), de suerte que | y, |< 
< | и, | para cualquier i = 0, 1, ..., М. Entonces, de 
(27) se deduce рага i = lo: 
Ген, 1 Ys == акин, а + на + Фи, IS | an | 1 Ya Г 

Hlor Vir ТА Фи 1 
(Га, |+ lbu 0 Гин, 1 Ф 1, 


(es 1104, 11841) Iun 1<1 94 lo п <| |. 


Con esto queda demostrada la estimación (8). 
>omsmrvacióN. Si la condición d; = c; — а — b; > 0 o 

d,=|c,1— 1а | — 15, 1>.0 по se cumple, por ejemplo, 

di = с —a—b,>0, а> 0, bi 2 0,1,2, жал 
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es decir, d; puede reducirse a cero en ciertos nodos, entonces 
el teorema 3 no puede ser aplicado. En este caso, con el 
fin de estimar la solución y; del problema (4), se puede pro- 
ceder de la manera siguiente. Representemos y; en forma 
de una suma y; = v, + шү, donde w, es la solución del 
problema 


Lwi = bi (wis — 101) — а (wi — ш, 


aac 
1=4,2,..,N—41, шо = шу = 0. (10) 
Entonces, v, se determina partiendo de las condiciones 
Loy = bi (и — vi) — а (vi — via) — divi = ш, 
i=4, 2.. М1, vw=vy=0. (11) 


Se puede convencerse de esto sumando término a término 
las ecuaciones (10) y (11). La función ш, puede estimarse 
inmediatamente (véase el cap. IV, $ 3), al escribirla en la 
forma explícita, mientras que para la estimación de v; nece- 
sitaremos el 

TEOREMA 4. Para resolver el problema (11) bajo las condi- 
ciones (9) es válida la estimación 


Iv lle П (12) 


Demostracion. Si d; == 0, entonces, en virtud del coro- 
lario 3, р; =0, y la estimación (12) queda cumplida. Sea 
4, 5 0 siquiera en un solo punto. Construyamos la mayoran- 


te 0; como una solución del problema 
Lo=—d,|w,l, i=1, 2, 
Supongamos que »,>0 alcanza su valor máximo para 
1-10, y de (4) pro- 


a N—1, vy=y=0. 


i= ip; entonces Vi41— 01,0, Di, 
viene 


цр, — bi, (Dios — Da) + а, Da, 


Dio 1) + Чи, 

=d, |w, l- 
Si d¡,>0, entonces Di, < | ші, | y obtenemos en seguida 
la estimación (12), puesto que | v; | SD; Si di, la ecua- 
ción (11) tomará la forma — by, (Vi, +1 — Vi) + Gi, (Vi, — Vi- 1) = 
=0, y de esta última se deduce que й, 41 =V, -1 = Vu- Por 
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cuanto р, ё const, existe tal punto = і, en el cual Dy, = 
= Vi, y enel punto vecino, por ejemplo, i == i; -+ 1, Vi, 41 < Vai 
entonces aquí d, 0 y obtenemos, pues, el caso analizado 
más arriba: vi, = || D и, (SI Ile- 

з. Estimación Je la solución de ana ecuación en dife- 
rencias con ayuda de las fórmulas de factorización. Para el 
caso en que b; = а, +1, es decir, cuando el operador Ly; 
autoconjugado, la solución del problema (4) puede ser ез 
mada con ayuda de las fórmulas de factorización derecha. 
Es más conveniente escribir la ecuación (4) en la forma 
Ayı = (айд — diyi = —Ф, 

i=4,...N—1Y=0,yn=0, (13) 
a>0, d>0. 
Escribámosla en la forma habitual: 
аут — сл + аиа = — Pp) Yo = Yn = 
а = а tan thd, 20, і 1, 2, ... 
Veamos las fórmulas de factorización 


Y = ыйа + Ве Ин = 0, 1 1, 2, ..., NA, 
mr a=, 1—4, 2... М1, 
БЕЛЫ 
В-и рр imt, 2, ..., NA 


Bajo las condiciones (7) tenemos |01; 14, у , 
х 


x 
Ги 1 оа + Виа 11и 1+ 2 1,1—1,1. 


Al introducir la función аб, = ту, obtenemos 
Mies = (ти HAQI) очы, 


mw 1 т 13А фи 11 пт È Mlo l 
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de modo que 
2 
Ва аА Bh lonl- 
һе! 


Do resultas se obtiene para la solución del problema una esti- 
mación aprioritics 


33 м< aJ мі 


Г] = к 
para a, >0,>0. 


Esta estimación nos será útil al estudiar la convergencia 
de los esquemas de diferencias. 


Capítulo 11 


Interpolación e integración numérica 


$ 1. Interpolación y aproximación de las funciones 


1. Planteamiento del problema. Uno de los problemas 
fundamontales del análisis numérico es la interpolación de 
las funciones. Se requiere a menudo restablecer la función 
{ (2) para todos los valores de z en el segmento a < z < b, 
si están conocidos sus valores en cierto número finito de 
puntos del segmento mencionado. Dichos valores pueden ser 
determinados como resultado de las mediciones (observacio- 
nes) en un experimento natural, o bien como resultado de 
los cálculos. Además, puede ocurrir que la función f (z) viene 
definida por cierta fórmula y el cálculo de sus valores, ri- 
giéndose por dicha fórmula, es muy engorroso, razón por la 
cual resulta deseable tener para la función otra fórmula, 
más simple, (menos engorrosa para los cálculos) que per- 
mitiría hallar valores aproximados de la función en consi- 
deración con una exactitud necesaria en cualquier punto/ del 
sogmento. De resultas, surge el siguiente problema matemá- 
tico. 


Supongamos que en el к а < т< b viene pre- 
fijada una red о = {r =a <=: <. үк Tn = $) у en 
los nodos de la red están definidos los valores de la función 
y (2) iguales a y (zo) = yo, » » nı Y (21) = Yis » - n Y (Zn) = 


= yn. Se pide construir una interpolante, esto es, una fun- 
ción f (2) que coincida con la función y (z) en los nodos de 
la red: 


а) =,  1=0,4, 1 a) 


El objetivo principal de la interpolación es obtener un 
algoritmo rápido (económico) para calcular los valores de 
f (х) en aquellos puntos z que no están contenidos en la tabla 
de los datos. 
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La cuestión principal es: cómo elegir la interpolante 
f (2) y cómo estimar el error y (=) — f (z). Las funciones 
interpoladoras f (z) se construyen, como regla, en forma de 
Jas combinaciones lineales de ciertas funciones elementales: 


1@= 2, Da (2), 


donde (O, (х) son funciones linealmente independientes 
fijas; Co, с, . . ., Cn, unos coeficientes hasta ahora descono- 
cidos. 

De las condiciones (1) obtenemos un sistema de n + 1 
ecuaciones respecto de los coeficientes (cr): 


Дафа) =. 10,1, . 

Supongamos que el sistema de funciones Ф, (х) es de tal 
índole que, cualquiera que sea la elección de los nodos 
а= < z; . < 2, = b, queda distinto de cero el 


<. 
determinante del sistema 
Фь() Ds (zo) ... Dn (zo) 


A(0)= 


Ф, (zn) Di (д)... Dr (2а) 


En este caso los coeficientes су (k = 0, 1, . . ., n) se deter- 
minan unívocamente según las y, (i = 0,4, - . ., n) profi- 
jadas. 


A título de sistema de las funciones linealmente inde- 
pendientes {Ф, (т) } se eligen más a menudo: funciones poten- 
ciales Фу (z) = т^ (en este caso f = Р, (т) es un polinomio 
de grado л); funciones trigonomé! (Ф, (z) = cos kz, 
sen kz) (f es un polinomio trigonométrico). Se emplean tam- 
bién funciones racionales 


аера... атт 
Bof hrt. F Apre 
y otros tipos de funciones interpoladoras. Examinaremos 


aquí los polinomios de interpolación y la spline-interpola- 
ción: un caso de interpolación polinomial a trozos. 
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2. Interpolación polinomial. Se conoce que cualquier 
función f (z), continua en el segmento [а, b], puede ser bien 
aproximada mediante un polinomio Р, (z) *): 

TEOREMA DE WEIERSTRASS. Para todo e > 0 existe tal poli- 
nomio Р, (z) de grado п = п (e) que 


A 176) — Р, (2) | < е. 


Sin ombargo, este teorema по поз da la respuesta а la 
pregunta sobre la existencia de buen polinomio interpolador 
рага el conjunto dado de puntos {(z;, y1)). 

а Así pues, buscaremos el polinomio de interpolación en la 
forma 


Pat) Ў, оа, ð 


donde су son los coeficientes indeterminados. Suponiendo 

f (ш) = yı, obtenemos un sistema de ecuaciones lineales 
А 
++ {же 


ваш ой 


El determinante de este sistema será determinante de Van- 
dermonde distinto de cero: 


la... 


= IT (m-m*0. 
пэй>тэо 


MEEDE: 


ET ЖК 
De.aquí proviene que el polinomio de interpolación (2) existe 
y өз único (existe una variedad de formas para su inscrip- 
ción). 

А título do base de (O, (2)) hemos elegido una baso 
compuesta рог los monomios 1, z, 2%, ..., т". Para los 
cálculos resulta más cómoda la base de los polinomios de 
Lagrange (l, (z)} de grado п o bien de los coeficientes de 


„ por ejemplo, V. А. E. Y. Poznyak, "Fundamen- 
tals o? Mathontatical Analysis“ Editorial Mir, Moscó, 1982, 


Lagrange: 
1, si i=k, 
а) O, si trek, 1, 60, 1, 0... mo 
No es difícil ver que el polinomio de grado л 
h (2) = 09 (2) 


satisface estas condiciones. El polinomio 1, (z) se define, 
evidentemente, del modo unívoco. Efectivamente, supong: 
mos que existe un polinomio más 1, (т); entonces Іа dife- 
rencia entre ellos Їх (z) — ly (2) = q, (z) es un polinomio de 
grado п que se reduce a сего еп п + 1 puntos z; (i = 0, 1, . . 
. ., п). Esto será posible sólo cuando Ї, (т) — la (z) = 0. 
El polinomio la (z) ya toma el valor y, en el punto zy 
y es nulo en todos los demás nodos ту para j э k. De aquí 
se desprende que el polinomio de interpolación 


Р,()=- У (0 У 6. (3) 


һо ло ак 


tiene el grado по superior a n y Р, (т) = yı. La fórmula (3) 
lleva el nombre de Lagrange. El número de operaciones 
aritméticas para el cálculo según (3) es proporcional a n. 
Para estimar la proximidad del polinomio P, (z) a la función 
1 (2) se supone que existe la n + 1-ésima derivada continua 
14% (z). En este caso resulta verídica la fórmula siguiente 
para el error: 


в 
И 
HP, (а) = 1020 Пе), ем. 
3. Fórmula de interpolación de Newton. Al emplear en 
los cálculos los ordenadores, es cómoda la fórmula de inter- 
polación de Newton. Con el fín de escribirla se debe introdu- 
cir las así llamadas diferencias divididas: 
— la diferencia dividida de primer orden: у(х, 2) = 
= ly (2) — у(х) — =p) 
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— la diferencia dividida de segundo orden: y (д, ту, ху) = 
= [у (ш, z4) — y (т zaz — za), ete. Si y (2) = Pa (т) 
es un polinomio de grado л, entonces para él la primera dife- 
rencia dividida Р (z, zo) = [P (z) — Р (z)l/(z — zo) será 
un polinomio de grado п — 1; la segunda diferencia 
Р (т, Zo, ху), polinomio de grado п — 2, etc., de suerte que 
la {п + 1)-ésima diferencia dividida es igual a cero. 
De la definición de diferencias divididas se deduce: 


Р (2) = Р (5) + (z — 20) Р (z, Zo), 
P (z, 2) =P (хь, 2) + (к— m) Р(х, т, ту), 
P (ш, Zo, ау) = Р (Zo, ау, ту) + (ж — 29) Р (2, ту, з, т), 
etc. De aquí obtenemos рага Р (=) la fórmula 
Р (2) = P (2) + (z — 20) Р (20121) + (£ — т) (а— зу) X 
X P (zo 2 z) +... + (22) (2)... 
se (E — 20) P (do) is - + +s Zn). (4) 
Si P (2) es el polinomio de interpolación para la función 
y (z), sus valores en los nodos de las redes coincidirán con 
los valores de la función y (z), y, por consiguiente, coincidi- 


rán también las diferencias divididas. Por eso, en lugar de 
(4) podemos escribir 


Пам 2 ada) о. 
эз а)ба Zas а) 
(polinomio de Newton). Calculadas las diferencias divididas, 


el polinomio de Newton se calculará con toda la comodidad 
según el esquema de Horner 


1@ = y (za) + (2 — 20) ly (Zo 21) + (2— 2.) х 
X ly (Eo Zy 24) +- oa 


El cálculo de f (z) para сайа z requiere n multiplicaciones 
y 2n operaciones de sumación y sustracción. 

Existen también otras fórmulas de interpolación. Entre 
ellas resulta más aplicable la interpolación hermitiana. Aquí 
el problema se plantea del modo siguiente. Están prefijados п 
nodos {ж}, n valores de la función {у} y п valores de la 
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derivada {у}; se pide hallar tal polinomio de grado máximo 
2n — 1 que se verifique 


Р (д) = у, Р' (а) = yi 


1, 2,.... п. 


Si todos los z, son distintos, existe la úpica solución que 
se halla por un método análogo al do Lagrango. 

Se debe tener en cuenta que la aplicación de un polinomio 
de alto grado puede conducir a los problemas difíciles rela- 
cionados con los errores de redondeo. 

4. Spline-interpolación. Estudiemos un caso especial de 
la interpolación polinomial a trozos cuando entre cuales- 
quiera nodos vecinos de la red la función viene interpolada 
por un polinomio cúbico (spline-interpolación cúbica). Los 
coeficientes de dicho polinomio se determinan en cada inter- 
valo partiendo de las condiciones de conjugación en los 
nodos: 


h= 
Р (z — 0) = f (a +0), 
"ш —0 = б +0), {= 


Además, еп la frontera se ponen las condiciones рага = = =, 
Y 1=2p 
1 (20) = 0, Ре) = 0. (5) 


Buscaremos el polinomio cúbico en la forma 
$ (2) = а + bi (2 — ж.) + с (E — в)? + di (2 — zi)’, 


7. <z<z. (6) 
De la condición fı = y, tenemos 
Í (211) = а = йә. 
Па) = а + bih + chh ФМ = у, m 
haii Tai h imat 


Calculemos las derivadas: 


F (ж) = bi + 2e; (z — zi) + 3d, (£ — ж, 
F (2) = 2c, + 6d, (к — zı. жад 
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y exijamos su continuidad para z = т: 
Diga = di + 2с + За, (8) 
сат = а + За, = 1, 2, ..., п – 1. 

El número total де los coeficientes desconocidos es igual, 

evidentemente a 4л, el número de ecuaciones (7) y (8) 

equivale a 4n — 2. Dos ecuaciones que faltan las obtenemos 

de las condiciones (5) para z = 2, Y 2 = zp: 
а=0, а + 34,№, = 0. 
Expresando a base de (8) di = (с;з, — с/)/3№,, susti- 
tuyendo esta expresión en (7) y excluyendo а; = уш, 0b- 
tendremos. 


bi = (YY Al (еа 2e), 1=1,2,...,п—41, 


ьн —Yn-i)lhn]— с. 


Ahora, al sustituir las expresiones para b;, бу, y dı en la 
primera fórmula de (8), obtenemos, después de algunas trans- 
formaciones no complejas, una ecuación en diferencias de 


segundo orden 


huer +2 (h+ Мы) а sica = 3 (LH Mt), 


i=1,2, ... n—1, (9) 
con las condiciones de contorno 
а=0 an=, (10) 


y esta ecuación se usa para determinar сү. La condición 
сачу = 0 es equivalente a la condición с, + 3d, hp = 0 y a 
Та ecuación c+, = с, + dih. La ecuación en diferencias 
(9) con las condiciones (10) se resuelve por el método de 
factorización. 

Se puede introducir la noción de spline de orden m como 
función que es un polinomio de grado m en cada uno de los 
segmentos de la red y que en todos los nodos interiores de la 
red satisface las condiciones de continuidad de la función 
y de las derivadas hasta el orden т — 1 inclusive. Habitual- 
mente se usan para la interpolación los casos de т = 3 
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(spline cúbico analizado más arriba) y de m = 4 (spline 
lineal, correspondiente a la aproximación de la gráfica de la 
función y (z) por una quebrada que pasa a través de los 
puntos (zi, Yi). 

5. Aplicación de la interpolación. La interpolación se 
aplica en varios problemas relacionados con los cálculos. 
Indiquemos aquí algunos de estos problemas. 

La elaboración de un experimento físico consistente en 
la construcción de las fórmulas aproximadas para las magni- 
tudes características según datos tabulares obtenidos en los 
experimentos. 

La construcción de las fórmulas aproximadas a base de 
los datos de un experimento de cálculo. En este caso surgen 
problemas no típicos de interpolación, ya que, corriente- 
mente, se escriben fórmulas cuya estructura sea cuanto más 
simple. 

La subtabulación, o sea, el espesamiento de las tablas 
se usa en aquellos casos cuando el cálculo inmediato de las 
funciones resulta difícil, o cuando se tienen pocos datos 
experimentales. A la máquina electrónica se introduce una 
tabla pequeña, mientras que los valores de la función indis- 
pensables en los cálculos se hallan, cuando sea necesario, 
según la fórmula de interpolación, 

La interpolación se aplica también en el problema de 
interpolación inversa: está dada la tabla y, = y (21); se pido 
hallar z; como función de у. A título de ejemplo de inter- 
polación inversa puede servir el problema de búsqueda de 
las raíces de una ecuación. 

Las fórmulas de interpolación se emplean también al 
calcular integrales y al escribir aproximaciones de diferen- 
cias para las ecuaciones diferenciales a base de las identida- 
des integrales. El aparato matemático de cualquier ordena- 
dor contiene programas estándar de interpolación. 

6. Aproximación media cuadrática. Hasta ahora hemos 
analizado la construcción de los polinomios de interpolación 
y (2) que coinciden con los valores de la función de partida 
1 (2) en cierto conjunto de nodos sobre la red о: 


y (2) = f (0, neo 


La función y (z) aproxima la función / (z) en el intervalo 
de la red. 
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Sea L, la, b] un espacio de funciones reales con producto 
escalar 
è 
U, D= | е0) ё 
y norma 5 
М, И, 7. 

Examinemos el problema general sobre la aproximación 
de las funciones f (z) mediante las funciones pertenecientes 
а Ly, sustituyendo la exigencia y, = f, por la condición del 
mínimo de la norma: ||} — y ||, о de la pequeñez de la 
mima; Ilf — y Illz, < е, donde е >0 es la exactitud pre- 
ijada. 

La búsqueda de int ||} — y );, es el problema de encon- 
trar la mejor aprozimación media cuadrática. A título de 
y (2) tomemos el polinomio generalizado 


и) amo, 


donde (pa (2)) es una familia de funciones ortonormalizadas 
en la, 
1, k=m, 
(Ф Ф) = бут, an=] 0, km, 


y су son unos coeficientes arbitrarios. Entonces, el problema 
de encontrar la mejor aproximación media cuadrática se 
reduce а la búsqueda del mínimo de la función de n +4 
variables с, с, . 


min П) 2 expr (a) l=F (cos cu ..., cn) 


Calculemos la desviación media cuadrática 


П = yP = ПА 20, у) + Пи IP. 
Sustituyendo aquí las expresiones 


ои 2 at ө) helo h= o) 


у= 3 4, 
х= 
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obtendremos 
== 1718 Ж (ah) У e 
© © 


Do aquí зе уе que el mínimo del orror se consigue para 
с, = fn» ев decir, en la función 


п-т. 


En este caso 


Меле Ў, А. ч) 


De este modo, la mejor aproximación media cuadrática 
existe y es única. Ella lleva al problema sobre el cálculo de 
las integrales para determinar су = fa = (f, Pa). 

Si las funciones (q) forman un sistema ortonormalizado 
completo, se verifica la igualdad de Parseval—Steklov 


аг, 
È n= |02) а= 1л. (2) 
оо: 

Al comparar (44) con (12), encontramos 


mont È Л, 
кзн 


es decir, |17 — Yn [—> 0 cuando л ~ оо; la mejor aproxi- 
mación media cuadrática converge hacia f (т) y queda posible 
la aproximación con cualquier exactitud: ||f — yn || < е, 
siempre que л > N (e) (л es bastante grande). 
observación. Todos los razonamientos están en vigor, 
si el producto escalar se toma con el peso р (т) > 0: 
a 


(0 9) = | F2) (2) р (2) dz. 
Son posibles también otros criterios de la aproximación, 
cuando la desviación f — y se minimiza en otra norma, por 
ejemplo, en la norma del espacio С (aprozimación uniforme). 
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Realizándose la mejor aproximación uniforme, nosotros 
buscamos la función y (т) en la cual se consigue 

mín máx |f (z)—y (2) |- 

W) схе» 

Sin embargo, hasta ahora no se ha encontrado un método 
que permita encontrar los coeficientes de la mejor aproxi- 
mación uniforme (por el número finito de operaciones) para 
una función, definida en el segmento la, b]. Se pueden indi- 
car, además, otros planteamientos de los problemas de 
aproximación: en un conjunto discreto, en una totalidad 
de segmentos y otros. Se estudian también los métodos de 
aproximación no lineal, por ejemplo, con ayuda de las 
funciones racionales. Lo último resulta efectivo al elaborar 
los resultados de los experimentos. 


§ 2. Integración numérica 


1. Planteamiento del problema. Fórmulas de integración 
numérica (de cuadratura) más simples. El objetivo de la 
рыта numérica es hallar el valor aproximado de la 
integral 


А 
лп | т, 


donde f (z) es una función prefijada. En el segmento (a, b) 
se introduce una red ш = (д1: 1 = а <<... < t < 


< жн... Zy = b) y como el valor aproximado de la in- 
tegral se considera el número 
м 

= Де) (2) 


donde f (21) son los valores de la función f (z) en los nodos 
ж = 21 y си, factores ponderales (de peso) que sólo dependen 
de los nodos, pero no son dependientes de la elección de 
1 (2). La fórmula (2) se denomina de cuadratura, o de integra- 
ción numérica. 

El objeto de la integración numérica con ayuda de cuadra- 
turas consiste en búsqueda de tales nodos {тг} y pesos {с} 
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que el error de la fórmula de cuadratura 
к è 


юл= J 0 | Haz = 11—711 


— a 


sea mínimo para las funciones pertenecientes a la clase dada 
(la magnitud de D [f] depende del grado de suavidad de 
1 (2)). Al construir la fórmula de cuadratura, la integral (1) 
se representa, corrientemente, en forma de una suma de las 
integrales del tipo 


f 10а, 


cada una de las cuales se reduce а la integral estándar рог 


el segmento de longitud unidad: 
1 


АС 09) 
з 
mediante una sustitución 
z=0a+ (Pa), (4) 
1а =! @+@—®%)=7@, в 


de modo que 
в 1 y SS 
{лах | Trae Li, Pa 
i а 


(a raya por arriba de f (s) se omitirá). Convengamos en con- 
siderar que © es una red uniforme. En este caso podemos 
escribir 
д 
ил= È I 
= 1 
ne $ ПРІ $ лела 


Б 
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Si N = 21, es un número раг, tenemos 


ил 


Za А 
Jua= | /@)4в=2% | (22.42%) ds, 

Pala o 
еіс. 
Así pues, el problema se reduce а la construcción de la 
fórmula de cuadratura para la integral (3) que se calcula 
por un segmento unidad. Escojamos en el segmento 0 < s < 
<1 los nodos 0 <S sọ < $, <... <5sm<1 (molde de la 
fórmula de cuadratura) y a la integral (3) le pondremos en 

correspondencia la fórmula 


AN- мв. © 


Veamos las fórmulas de cuadratura más simples: 
— fórmula del rectángulo (el molde contiene un nodo): 


m=0, =, =$, AM=1(5): 


— fórmula del trapecio (dos nodos): 
t 
т: 


А00) +70): 


— fórmula de Simpson (tres nodos): 


1 
m=i, pq, M= 


4 1 
т=2, љһ=һ= 5, м=р. 9—0, а=, 2-1 


А0 = (10441 (%)+1() 


y otras. En la práctica se emplean, como regla, las fórmulas 
con un número pequeño de nodos del molde. 

Escribamos ahora las fórmulas correspondientes para la 
integral (1) en una red uniforme (=; = В}. de paso h. Te- 
niendo presente la sustitución (4) y (5), obtendremos 
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— fórmula del rectángulo: 
na ; 
лал Ў hon) m3 M 
par] 
— fórmula del trapecio: 
E 
A IS 
& 
бай, 2,0... М1; (8) 
— fórmula de Simpson: 
и 
лл Ў а а) (оаа. 
а 
2ана) рага N=2i (9) 
2, Construcción de las fórmulas de cuadratura. En virtud 
de lo dicho más arriba, exponer el problema será suficiente 
para la integral tipo (3), a la que se le pone en corresponden- 
cia la fórmula de cuadratura 


‚ а 
(леза D рь (on (10) 


о Amo 


En el caso general los nodos y los pesos son desconocidos y 
han de ser determinados. 

Examinemos al principio un caso en que los nodos están 
prefijados y se requiere hallar los pesos de la fórmula de 
cuadratura (p,). Hagamos uso del requisito: la fórmula (10) 
debe ser exacta para cualquier polinomio P, (s) de grado 
r<m: 

AP) = ШРД, тт. (1) 


Para que un polinomio de grado r satisfaga (11), basta por 
exigir que la fórmula de cuadratura sea exacta para cual- 
quier monomio s” de grado о (0 = 0, 1, . . ., r). Teniendo 
presento que L [so] = 1/(а + 1), obtenemos de (14) т + 1 
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ecuaciones 
Pot Pit -+ Pm=1, 
Poso t Раз, +... Б PmSm=1/2, 


Po + рав? +... + Рт5т = \/(т--1). 

Este sistema tiene una solución única, puesto que su deter- 
minante es el de Vandermonde, distinto de cero, si no hay 
nodos coincidentes, sy < 8, <... Sm 

Así que, suponiendo т =2 = 0, р = 1/2, 
tenemos un sistema po + p, + py = 1, py/2 + Pa 
plá + p , cuya solución está representada por los 
pasos de 1а fórmula de Simpson: р, = р, = 1/8, р = 4/6. 
De este modo, la fórmula de Simpson es exacta para un 
polinomio de segundo grado. No obstante, por ser simétrica, 
será también exacta para todos los polinomios de tercer 
grado: 
Р, (8) = 1 +0, (в — 1/2) + ау (s — 1/2)? + as (в — 1/2), 
puesto que es exacta рага "9 = (0 — 12). Èn afecto, 


CA a 
lt Ilim 


Las fórmulas del rectángulo y de trapecio son exactas 
para una función lineal, es decir, para un poli 
primer grado, de lo que es fácil convencerse inmedi 
En el caso general, a título de Р„ (з) puede elegirse 
el polinomio de interpolación de Lagrange 


Pm (в) = 3 K (8) f (в), 


donde lg” (s) es el coeficiente interpolador de Lagrange. 
De la igualdad 


ира | вар = 55: pal (6) 


Amo po] 
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se ve que la fórmula (10) es exacta рага un polinomio de 
grado т, si los factores ponderalos ру se determinan según 
la fórmula 


A 
pa = | Эв). (2) 
і 
Las fórmulas de este tipo se Патап fórmulas de cuadratura 
de Cotes. 
Aduzcamos como ejemplos de las fórmulas de cuadratura 
dos fórmulas más: 
еп el molde tetrapuntual, з = К/З (k=0, 1, 2, 3), m=3: 


am=+(10+31(5) +31 ($) +10)» 


1 
DPS P= 


3 
=з, 
1 molde pontapuntual, ву = k/4 (k = 0, 1, 2,3,4), 


m 
ло = у (0+3 (4) (5) + 
+32 (%) +70). 


7 32 12 
PMP= у, MSP PS 


Los moldes de las cinco fórmulas de cuadratura aducidas 
más arriba constan de los nodos simétricos con relación al 
centro s = 1/2 del segmento 0<s<1. 

3. Fórmula de Taylor con término residual en la forma 
integral. Al investigar el error de la fórmula de cuadratura 
nos hará falta la fórmula de Taylor con término residual en 
la forma integral: 


O OS 
(43) 
п, | LP poso (9 ae, 
0 
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Dicha fórmula puede ser demostrada por inducción res- 
pecto de п. Para п = 0 es justa: 


1()=1(0)+R, (8), А, (8) = \ каа. 
а 


Admitamos que es justa рага л. Integrando por partes, ob- 
tonemos una correlación 


{ Lor кошуш = 
і 


la 


gra 


al: +Í 
è 


К" (t) dt = 


For 


=g ож фт Cra зш, (14) 


la cual demuestra la fórmula вз) precisamente para п + 1. 
Introduciendo la función 
E"/nl para E>0, 


K= ¡E рага E<0, 


escribamos la fórmula para el término residual А, з, en la 
forma 


às) 


1 
А.м (8) = | Kn (s—1) 099 (1) de. (16) 


4. Fórmula para el error de la fórmula de cuadratura. 
Pasemos a la deducción de una fórmula para el error de la 
fórmula do cuadratura 

А = АІ LI (17) 


en la clase С de funciones que tienen la (л + 1)-ésima 
derivada continua en el segmento 0<s<1: f(s) € 
Є Com [0, 1]. En este caso sirve la fórmula (13) o bien 


10) =P, (вы), Pa) = D FIP 100. (18) 


9=0 
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De lo expuesto anteriormente (véase el р. 2) está claro 
que para un polinomio P, (s) de grado п Ja fórmula (10) es 
exacta en dos casos: para n < т + 1 = по, si m es par y la 
fórmula es simétrica; para n < т = по en todos los demás 
casos. Supondremos por ahora que 

АР, = L [Pa], еөз decir, п< ль. (19) 

Volvamos ahora a la diferencia А (f) у sustituyamos 
f= Р, + Ras, en (17). Tomando en consideración (16) y 
(19), obtendremos 
AM=MNLIN= 

= (АСР, РЬ) HA (Rod — L Ran) = 
sna 
=A Rand шв Y) pr | Ka (0/09 (0 de — 


ro 5 


A 


1 
| К, (8—0) "90 (t) dt ds = 
2 


{эй А 
= | [E лк, 09 Kn (0945) 090) at. 
= i 
Haciendo uso de la expresión (15) para К, (s — t), hallamos 
л , 
E 0" gg 0" 
| Ka (s—t)ds | == &= Чу. 
? 
De resultas, la fórmula para el error toma la forma 
А 
А@= | Рашт", (20) 
y 
donde 


pa ау 
A A) 
= 
De aquí se desprende la estimación para el error 
LAIS Moritani (22) 
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рага ]/0 (t) | << Mayı donde М, +, > 0 es una cons- 


tante, y para 
1 


сън | Pan (0) de. 
è 
Si Р, +1 (t) no cambia de signo en el segmento 0 < s < 1, 
entonces, en virtud del teorema del valor medio, tenemos 
1 
A= | Раа, EEO, 11. 
è 
5. Estimación del error de las fórmulas concretas. Nues- 
tro objetivo es obtener la estimación del errur А () = 
= A (Л — L 1Л de la fórmula de cuadratura para la integral 
estándar (3). Al pasar a las fórmulas para las integrales (1) 
y (3), se debe tener en cuenta que 
4] 
РШ 
18) =), z=a+(P—a)s, de=xds, x=P—a. 
Por eso, para el error 


4°{ (2) 
dE 


= B 
а= X хра (&)— | 1(2) dz =A (7) 
һе а 
ез justa, en virtud de (22), la fórmula 
слата máx |09 (2), 
хє(а, 61 
1 
| [Pn+s (1) | de. 

ê 


Para el cálculo del error J y [f] — J [fl es necesario, eviden- 
temente, sumar sobre la red los errores | [f] |. 

Veamos las fórmulas de cuadratura más simples. 

4) FORMULA DEL RECTANGULO: т = 0, ре = 1, sọ = 1/2, 
A () = F (1/2). Debido a Ja fórmula (20) tenemos 


А 
мт |07 0а, Plo=K (Fe) 
№ 
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es decir, F, (t) = —(1 — 092 < 0 рага t> 1/2, F, (f) = 
= (1/2 — t) — (1 0942 = —P/2 < О para t < 0, es decir, 
Р (ї) < 0 es una función de signo constante y 

1 


мй= т) оа F, neo, 1). 


De aquí se infiere que 
ы] 


алаад} d= — Г), 
Ha 
& Ela 21. 023) 
Sumando según i = 1, 2, ...., №, y teniendo presente que 


la media aritmética es igual a 


N N 
D м ы= 22 r E= 0) (6—4), E*Ela, bl, 


ta las 
obtenemos para el error la fórmula del rectángulo: 
Dy (= FE) (ba). 
Si f (х) tiene derivadas continuas por lo menos de cuarto 


orden, / (z) Є Се? (п ;> 4), podemos anotar el desarrollo 
asintótico para el error: 


Dy (Ò) = аа? + aht, (24) 


donde 


А 
a= y | Md 101 (01 


En electo, al sustituir en (20) la expresión 
гот) (t+ 
(п). п1є(0, 1) 
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hallemos, después de ciertos cálculos no complejos, 
тра E 
а= aT (3) 27" 00, тє 00, 10). 
De aquí se deduce a 


DM =- 3 Маа уу М" @). 


р] — 
ay tomar on consideración que, en virtud de (23), 


San- “-} а) ас @Ө)-(®—а), E Ela, bh 
a 
obtenemos el desarrollo (24). 

De (24) se ve que la fórmula del rectángulo tiene el cuarto 
grado de precisión: D y (f) = O (ht), si la función f (z) satis- 
face la condición f’ (a) = f’ (b). Si se conocen /' (a) y f’ (b), 
podemos poner f (х) = Ф (z) + az + fa”, donde q (2) sa- 
tisface la condición ф' (а) = q” (b), siempre que æ y В se 
elijan del modo siguiente 

_ 3/'@)—а/' (0) /' @)—/' (а) 
а 77 bs > 
Entonces 


А А 
лоас | ваго, 


се афа) EP (Pan. 


La integral de y (z) se calcula según la fórmula del rectángu- 
lo con la exactitud de O (A*). 

2) FORMULA DEL TRAPECIO: т = 1, py = р, = 1/2, sy = 0, 
5 =1, 


A= 0047). 
La función F, (t) = $ t (1 — 1) >0 es de signo constante, 
por lo cual queda válida la estimación 


DM =4 r 0—9). Е Ela, bh 
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es decir, el coeficiente de A? en la expresión рага el error 
de la fórmula del trapecio es dos veces mayor que para la 
fórmula del rectángulo. Reiterando los razonamientos, aná- 
logos a los citados más arriba, nos convencemos de que es 
justa la fórmula 


Dy (f) = —2ap? + aht para f ЄС, n>4, 
donde a, se determina de acuerdo con (24), a, = O (1). 


3. FORMULA DE SIMPSON: т = 2, Sẹ = 0, s = 1/2, s, = 
= 1, Po = Pa = 1/2, ру = 4/6. 


a0=5(10+4 (7)+1(0)- 


Por cuanto la fórmula de Simpson es exacta para un poli- 
nomio de tercer grado, entonces л = 3 y calculamos: 


А 
A= AMP, 


PA) = (К, @—1)+ t) 


+4% 


-1)- 
De aquí encontramos 


Р, 0)= у 20—38), <hi 


PAD ==5 CUP) (>т, 
Е, (0) >0 para todos los tE(0, 1), 


y, por consiguiente, 


| 
{ао а-у 
Пп 

de suerte que es exacta la fórmula 


A= 7" (п), neo, 4). 
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Pasando a las integrales respecto de z y teniendo presente 
que х = 2%, FIY (n) = (2h) /1У (E), obtendremos 


t-i Fi 
A 
& А 
‚ЗЫ MPE), Ela bh 
donde N = 21, h=4/N. 
Si es que f (2) Є C™ (п > 6), entonces podemos obtener 
un desarrollo de la forma 
Dy (1) = ааһа tah’, о = 0 (1), 
1 
a= | 1" 0) 2 ыр 07(4)—/"(0). 
> 
6. Aumento del orden de exactitud. Método de Runge. 


Para las fórmulas de cuadratura (por la analogía con lo 
anterior) se puede obtoner un desarrollo asintótico de la 


forma 
рк = 230 I = ah + а + aht 4... 

si f (2) оз una función suficientemente suave. En este caso 
аъ кз | es considerablemente inferior а | ољ | (k = 2, 4), 
ruzon por la cual el aumento del orden de exactitud de la 
fórmula de cuadratura resulta muy importante. 

Realicemos los cálculos sobre dos redes uniformes con 
los pasos h, y hy, respectivamente, y hallemos las expre- 
siones 
Ја (Й y Л i А 6а. 
Exijamos que el error para su combinación lineal 

DA) =D) 4 (10) Р (0) 

sea una magnitud de orden superior en comparación con 
Di y Di», Si para DA = D y tiene lugar la fórmula del 
tipo 
р» = DJ = А” + ая 0... 92 рь 
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entonces para Da = (oJ™ [f] + (1 — о) J* Ifl) — J [fl ob- 
tendremos 

De (f) = ap (оһ{ + (1 —0) М) + а, (о + (1—0) А) +... 
Elijamos el parámetro a, partiendo de la condición ohf + 
+ (1 — 0) А =0: 

а= АЦ — №). 

En este сазо tendremos 
Dr (f) = ag (он + (1—0) А) +... = O (h°), h= máx (hy, ha), 
con la particularidad de que ohf + (1 — 0) h3 <0. Así, 


por ejemplo, зі p=2, 9 = 4, entonces D*(f) = 
= ahihi +... = О (0%). De este modo, al realizar los 
cálculos Sobre dos redes con los pasos h, y һу += hy, hemos 
aumentado el orden de exactitud en 2 (en g — р) para Y = 
=0Jh + (1 — o) 4». 

Observemos que combinando la fórmula del_trapecio 
Jèp If) y la del rectángulo Л, [/l, ambas con paso 2%, 
obtendremos la fórmula de Simpson Јар con paso h: 


Дил a IA = 
=4 4А ht -+ hinat thina + fan) 


donde В = (b — аә). 

El método de cálculo sobre varias redes se aplica para 
el aumento del orden de exactitud incluso en aquel caso 
cuando se desconoce el orden del término principal del error 
(proceso de Aitken). Supongamos que para el error tiene 
lugar la representación 


D^ (f) = аул? + agh? + 
de suerte que 
ЛАЙ = JUL + ар» + aht +... 


Realicemos los cálculos sobre tres redes: №, = h, hy = ph, 
h, = p’h (0 < р < 1). Determinemos, al principio, p, me- 


а>р, 
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nospreciando el término О (А). Formemos una razón 


aMi- ME а» В (y 
Sup n mag PP Up”) р 
у hallemos 


4 
p7 ln Alin т. 


Sabiendo el valor aproximado de p, se puede, empleando el 
método de Runge expuesto más arriba, aumentar el orden 
de exactitud. Con este fin formemos una combinación J^ = 
=0Jm + (1 — 0) Jm y elijamos с de una manera tâl que 
se verifique oh? + (1 — о) АЕ = (0 + (1 — 0) р) W? = 0, 
es decir, о = р?/(р” — 1) = 1/(1 — А). Entonces, para el 
error D* = Д% — J obtenemos 


Dr (f) = 0 (19). 


Todos estos razonamientos tienen sentido, por supuesto, si 
la función / (2) tiene una suavidad correspondiente. 

7. Fórmulas de cuadratura de otro tipo. Sin perturbar la 
genoralidad de razonamientos podemos considerar 


: 
ил= | л) dz. (25) 
2 


Hasta ahora se han analizado las fórmulas de cuadratura con 
los nodos prefijados {ту}: 
А 


Julii = 2 м (20) (26) 


Las fórmulas citadas son exactas para todos los polinomios 
de grado N. Si se consideran desconocidos по sólo ca, sino 
también los nodos za, podemos exigir que la fórmula de 
cuadratura (26) sea exacta para todos los polinomios de 
grado 2N — 1. La fórmula de esta índole lleva el nombre 
de Gauss. Exigiendo que para los monomios 1, z, 2%, ..., 
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e. 2, ..., ZN la fórmula sea exacta, es decir, que 
ат 
di==— 


1 
= m=0, 4, ..., 2М—1, 


obtendremos 2N + 2 ecuaciones para los nodos y pesos 
ateit -Hen 
Coot сул... сим 


El número total de las incógnitas es igual а 2N + 2, es decir, 
М + 1 nodos y № + 1 factores ponderales desconocidos. El 
número de ecuaciones es también igual a 2N + 2. Se puede 
demostrar que el sistema escrito de ecuaciones tiene la 
solución. 
Aduzcamos la fó 


AO 


la de Gauss más sencilla para № 


donde 
1 1 
a HE дыз, 
Las fórmulas de Gauss proporcionan buena precisión con el 
número reducido de nodos. 
De un ejemplo más sirve la fórmula de cuadratura de 
Chébishev en la que se eligen los mejores nodos bajo la 
suposición de que todos los pesos son iguales. En este caso 


к 
лале Y 16). 
Sl 


Exigiendo que la fórmula sea exacta para f (2) = z, 2%. - 
. . .,2N, obtendremos № ecuaciones para determinar тү, Za, .- 
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ан 


2+... Бан m=1, 2, 


23.78 
mr? 
Estas ecuaciones tienen soluciones рага т = 1, 2, . 
,7, 9, y рага т = 8 у т > 10 по tienen raíces reales. 
Cuando m = 3, la отша de Chébishev tiene por expresión 


И 
уа ал (И) (z) 
к (+40). 


Para ella el coeficiente de || /1У lle en la estimación del 
error es dos veces menor que para la fórmula de Simpson. 
OBSERVACIONES. En ciertos casos al cálculo de las inte- 


grales le debe preceder su transformación, teniendo en cuenta 
los rasgos жы» de la función subintegral. Ejemplos: 


4) 3) = falz), 0 (0) 5 0, es decir, f(z) tiene 


2 Уз 
una singularidad cuando z = 0. Esta singularidad se elimi- 
na por el cambio de variable: 


ГЕ | tear }мәгуз- 
o o 


= {ла 1=Vz. 
è 


2) La función subintegral tiene el carácter exponencial: 
1 (2) = cea, es decir, la función In f (z) ез lineal, Represen- 
temos f (z) como / (z) = exp {ln f (z)), interpolemos Ìn f (z) 
linealmente en el segmento (21.1, 211: 


Inj (а) = EM fia EEE In fi 


a я-а 
е integremos después respecto de z entre түл у тү. Esta 
fórmula resulta útil en los cálculos prácticos. 
3) Si f (2) es una función rápidamente oscilante, de modo 
que puede ser escrita en la forma f (2) = y (z) cos ох, donde 


= 
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la frecuencia ш > 1 es grande, entonces calculando una 
integral se puede recurrir al procedimiento siguiente. Prime- 
ro integramos por partes: 

f 10) дс | y(z)cosozdz= 


а Fa 


x а, 
=$ ysnoz| =} И) погас. 
a zia 
Si y (2) es lineal en [z;.,, 211, entonces la integral del segundo 
miembro se calcula en la forma explícita. Si y (z) es un poli- 
потіо de grado п, la integración por partes se realiza п 
veces. 


Capítulo Ш 


Resolución numérica de los sistemas de 
ecuaciones algebraicas lineales 


En este capítulo se estudian los métodos de resolución 
numérica de los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales, 
es decir, los métodos numéricos del álgebra lineal. Existen 
dos tipos de métodos: directos e iterativos, Analizamos, ante 
todo, el método de eliminación de Gauss para los sistemas 
del tipo general y las variantes: método do factorización y 
métodos de factorización matricial para los sistemas del tipo 
especial (con matrices tridiagonal o tridiagonal por bloques). 
Estos son los métodos directos. Su eficiencia depende del 
orden del sistema y de la estructura de la matriz. 

Al estudiar los métodos ¡terativos, consideramos todo 
sistema de ecuaciones como una ecuación operacional de la 
primera especie Аи = /, y exponemos la teoría general de 
los métodos iterativos para ecuaciones operacionales con 
suposiciones mínimas respecto del operador A. La teoría 
general permite demostrar la convergencia de las iteraciones 
para el método de Seidel y para el método de relajación supe- 
rior con restricciones mínimas para el operador A. Se han 
analizado dos clases de los métodos: 1) para el caso en que se 
conocen las fronteras y, >O у ү, >> y, del espectro del 
operador А en cierto espacio energético H р; 2) para el caso 
en que las fronteras y, y y, no se conocen. Es de gran eficacia 
el método triangular alternado que se estudia en el $5. 
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1. Sistemas de ecuaciones. El problema fundamental 
del álgebra lineal consiste en la resolución del sistema de 
ecuaciones 


Аи = ], (0 
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onde и = (u®, ..., ША) es el vector buscado, f = 
И), 89), ...... K) es un vector conocido de dimensión N, 
А = (а) (1,7 = í, 2, - . ., М) es una matriz cuadrada de 


dimensión Л х N con elementos: а. 

Se supondrá que la matriz А es regular, det А 55 0, de 
modo que la ecuación Au = O tiene sólo una solución tri- 
vial, y el sistema (1) tiene la única solución 


и = АЧ. 


En el curso de álgebra lineal la solución del sistema (1) 
se expresa, corrientemente, según las fórmulas de Cramer 
como una razón de los determinantes. Dichas fórmulas no 
sirven para la resolución numérica del sistema (1), puesto 
que requieren el cálculo de № + 1 determinantes, lo que, 
а su vez, exige un gran número de operaciones aritméticas 
(hasta NI). Si incluso escogemos el mejor método, para el 
cálculo de un solo determinante se necesitará aproximada- 
mente tanto tiempo que se requiere para la resolución de 
un sistema de ecuaciones lineales por los métodos numéricos 
modernos. Además, hemos de tener en cuenta, que los cál- 
culos según las fórmulas de Cramer conducen con frecuencia 
a los grandes errores de redondeo. 

La peculiaridad de la mayoría de los métodos numéricos 
para (1) consiste en que se abandona la idea de buscar la 
matriz inversa. El requisito principal que se levanta ante 
el método de resolución es el mínimo de operaciones aritmé- 
ticas suficientes para la búsqueda de una solución aproxima- 
da con la precisión prefijada е > 0 (eficiencia del método 
numérico). 

2. Casos particulares de los sistemas. No es difícil re- 
solver el sistema (1) en los casos particulares que van abajo, 
Sea А una matriz diagonal, es decir, a, = 0, } 5 i, au 40 
tjet 2, ..., N). Entonces, el sistema tiene por expre- 
sión 


аци® = f9, 
de donde encontramos 


ul = ац, ist, 2, ..., А. 
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Si A ев la matriz triangular inferior, es decir, si ау = 0 
рага j >i (i, j = 1, 2, ..., №), an = 0, 


ац 0 ех 0 
0 
ya алк 


entonces el sistema de ecuaciones tiene рог expresión 
аи 
ашо + аши 
аш + aguda = fM), 


Los componentes del vector u se hallan sucesivamente al 
pasar de n a n +1, partiendo de n = 1: 


UL ша Lp ag, 


m0), 


шеро (уен 3 


Ansi, nsr 
n=2, 3, ..., N—4. 


Para hallar el vector u = (шб, u™) se necesitan 
1+3+5+... +2N —1 = N? operaciones aritméticas. 

Si A es la matriz triangular superior, es decir, si ау = 0 
para j < i, ап&0(,]=1,2,..., N), 


ац а. ... аһ 


0 @н-а, N-i + @нм-,м бин 
entonces el sistema (1) tiene por expresión 
аии aguh... ayu = 89, 
(2) 


ЕТО ВЕБ 
ама, all + ayi, yuM = f0, 
м 
амни? = 0, 
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Los componentes del vector и = А -1/ se determinan sucesi- 
vamente, al pasar de n + 1 а n, según las fórmulas 


fm 4 5 

(N) m — M= (pm а 29 

чч (re ‚э = ), 
a=N—4, №2, ...2, 4, (2) 


lo que también requiere N* operaciones. 

La elección del método y la eficacia de éste dependen 
de la forma de la matriz A y, además, del tipo del ordenador. 

Para varios problemas А es una matríz enrarecida y la 
mayoría de sus elementos son ceros. Las matrices de este 
tipo aparecen con frecuencia al realizarse la aproximación 
de diferencias de las ecuaciones diferenciales. Los elementos 
de tal matriz se calculan, corrientemente, por las fórmulas 
dadas, razón por la cual no han de ser conservadas en la 
memoria de acceso rápido del ordenador. Esta cuestión es 
de mucha importancia, pues el orden de las matrices de 
este tipo puede alcanzar basta decenas de miles e incluso 
centenaros de miles. 

Do caso particular de una matriz enrarecida sirve la 
matriz de cinta; todos sus elementos no nulos se encuentran 
cerca de la diagonal principal, es decir, a;; = 0,si | i — ј | > 
> 1, donde 1 < М. Los elementos distintos de cero se dispo- 
nen en 22 + 1 diagonales, incluida la diagonal principal. 
Como ejemplo interviene una matriz tridiagonal 


-a Ы 0...0 


E) sistema correspondiente (1) tiene por expresión 
шоша =, 
autt сүц® + Бш = fO, 
амі 0 cult = 
1=2, 3, ..., №4. 
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Esta es la ecuación de segundo orden que ha sido analizado 
en el cap. 1, donde para su resolución se aplicó el método 
de factorización. 

3. Ecuación operacional de primera especie. Se sabe 
que todo matriz А = (а) (i, j = 1, 2, ..., N) define un 
operador lineal А que aplica el espacio H™ еп sí mismo: 
Au Є НУ para cualquier иЄ Н“, о bien А: HN — HN. 
Viceversa e todo operador А (en cierta base E,, ..., Ey) 
le corresponde una matriz А = (а) de dimensión Nx N, 
donde ауу ез el componente del vector Аё. Por eso, la ecua- 
ción (1) puede considerarse como una ecuación operacional 
de primera especie 


Аи = ], u, f € HY, 


соп el operador A: HY — AM, 

Con el fin de recalcar la equivalencia de los problemas 
(1) y (3), dejamos invariable la designación A tanto para la 
matriz como para el operador. Omitiremos el índice M en 
HN y escribiremos simplemente H. El paso de (1) a la ecua- 
ción operacional resulta cómodo para la exposición de la 
teoría de métodos iterativos. En este caso no se emplea nin- 
guna información concreta sobre la estructura de la matriz А. 

En el espacio Н introduzcamos un producto escalar (,), 
у una norma || и || = V (u, u). Supondremos que el operador 
A es autoconjugado y positivo: A = A* > 0. Analizaremos 
también el espacio energético Hp соп el producto escalar 
(u, v)p = (Du, v) y la norma || и |1 = V (Du, и), donde D 
es un operador lineal positivo y autoconjugado: D: H — Н, 
D = р* > 0. 

Denotemos con (E, Ay) (з = 1, 2, . . ., №) los vectores 
propios y los valores propios del operador A: 

AE, = М, (En Em) = бм, 
mat, 2... No 
Por cuanto A > 0, se tiene А, > 0, y podemos considerar 
que 0 <А, <А, ... Ам, у, Por consiguiente, se 
verifica la desigualdad 
MESASANE, № = шал, Ày = måx hp 


La razón Ày/ìà, lleva el nombre de número convenido. 
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En la práctica resulta más conveniente emplear la razón 
inversa, es decir, el parámetro E = АА y, el cual se denomi- 
nará medida convenida. En lo sucesivo se mostrará que de 
dicho parámetro depende la convergencia de las iteraciones. 
El parámetro E para las ecuaciones en diferencias que apro- 
ximan las ecuaciones de la física matemática (por ejemplo, 
la ecuación de Laplace) es pequeño: E œ 10-"—40-* (el nú- 
mero convenido es grande). 

De la fórmula u = A ~f se ve que 


ПЕЧ КЪТ ПА [| = UA. 


Esta desigualdad expresa la estabilidad de la solución del 
problema (1) respecto del segundo miembro. Si || А-! || = 
= 1/1, es muy grande, puedo suceder que el problema (3) 
no sea correcta, es decir, inestable con relación a los errores 
en la prefijación del segundo miembro, incluso a los errores 
de redondeo. 

4. Métodos directos e iterativos. Los mótodos numéri- 
cos de la resolución del sistema (1) se subdividen convencio- 
nalmente en dos grupos y se distinguen métodos directos y 
los iterativos (se tienen, por supuesto, los métodos mixtos). 
Los métodos directos permiten obtener, después de un núme- 
ro finito de operaciones, una solución exacta del sistema 
de ecuaciones, siempre que la información de entrada (el 
segundo miembro de la ecuación f y los elementos ay, de la 
matriz A) viene dada con toda la exactitud y los cálculos 
se realizan sin redondeo. El ejemplo más simple del método 
directo es el de factorización. Por supuesto, los métodos 
directos dan también la solución con cierta precisión, la 
que depende de los errores de redondeo, es decir, del orde- 
nador y del carácter de la estabilidad de cálculo, lo que 
depende, a su vez, del método mismo. 

El método iterativo permite hallar la solución aproxi 
del sistema construyendo una sucesión de 
(iteraciones), a partir de cierta aproximación inicial. La 
propia solución aproximada es el resultado de los cálculos 
obtenido después de haberse realizado un número finito de 
iteraciones. 

La elección de tal о cual método numérico depende de 
varias circunstancias: de los programas disponibles, del 
tipo de los cálculos y de la matriz A, etc. Expliquemos las 
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palabras «tipo de los cálculos». Son posibles distintos plan- 
teamientos del problema: 

4) hallar la solución de un problema concreto (1); 

2) hallar la solución de varias variantes del problema 
(1) con una misma matriz А y segundos miembros diferentes 
de f. Puede ocurrir que un método, no optimal para un 
problema (1), resulte muy eficaz para el cálculo multiva- 
riante. 

En el cálculo multivariante se puede disminuir el número 
medio de operaciones para una variante, sì se conservan 
ciertas magnitudes y no se calculan de nuevo para cada 
variante, lo que depende, naturalmente, del ordenador y del 
volumen de su memoria de acceso rápido. 

De aquí está claro que la elección de un algoritmo debe 
depender del tipo de los cálculos, del volumen de la memoria 
de acceso rápido del ordenador y, naturalmente, del orden 
dol sistema. La calidad de un algoritmo se determina por el 
tiempo de máquina que se exige para hallar la solución del 
sistema (1). Se elige, naturalmente, un método, para el cual 
el tiempo de resolución es mínimo en comparación con los 
otros métodos. No obstante, el tiempo de cálculo depende 
de varios factores, entre cuales pueden citarse el número 
de operaciones aritméticas y lógicas que son necesarias 
para obtener la solución con la exactitud prefijada, la velo- 
cidad de funcionamiento y el volumen de la memoria de 
acceso rápido del ordenador, la calidad del programa. АЈ 
estimar teóricamente la calidad de los algoritmos su со: 
paración se realiza por el número Q (2) de operaciones arit- 
méticas з entes para hallar la solución del problema 
con la exactitud prefijada e > 0. 
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1. Método de Gauss, Hay varias variantes de cálculo 
del método de Gauss basado en la idea de eliminación suce- 
siva. El proceso de resolución del sistema de ecuaciones al- 
gebraicas lineales Az = f, о 

М 


Дау 10, 2,0. N, 4) 


por el método de Gauss, consta de dos etapas, 
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PRIMBRA ETAPA (procedimiento directo). El sistema (1) se 
reduce a la forma triangular 


z+ Biz = g (2) 


donde z = (к, - - -, 2н) Y P = (р... -» фм) son los vecto- 
res desconocido y conocido, respectivamente, B+ es la matriz 
triangular superior. 

SEGUNDA ETAPA (procedimiento inverso). Las incógnitas 
Zw» ZN 1» > - -, 2, Se determinan por las fórmulas (2) del $ 1. 

Pasemos a la exposición detallada del método. El primer 
paso del método de Gauss consiste en la eliminación de la 
incógnita z, de todas las ecuaciones con excepción de la pri- 
mera. Supongamos que а, 7 0, dividamos la primera ecua- 
ción (1) (¿ = 1) por а, y escribamos el sistema (1) en la 
forma 


д + bts +... Ein = фь by = ауа, 
2<j <N, Pı = filas, (3) 
апау + әл, +... + anty =], 1=2,3,. N. (4) 
Multipliquemos la ecuación (3) por an, donde i es cualquiera 
de los números і = 2, 3, . . ., №, y sustrayamos la ecuación 
obtenida de la ¿-ósima ecuación (4): 
(а — ап) +... + (tin аиб) Zn = fi — бифе 
#=2, 3, .... N. 


Introduciendo las designaciones 


ah = ay— Qu bi HP = аф 
1, 7=9, 3, .... М, (5) 
reescribamos el sistema obtenido de ecuaciones (que es equi- 
valente al sistema (1)) en la forma 
Z+ бат +... мм == Ф 
а, +... 92у О, 1=2,3, ..., №. 
La primera columna de la matriz de esto sistema se compone 


de ceros, a excepción del primer elemento рага i = 1, j = 4, 
que es igual а uno. 
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El paso segundo consiste en la eliminación z, del sistema 


№, 


(6) 


Фла. 
Con este objeto dividamos la primera ecuación por ау: 
Za + bats +... Бону = Par 
фа Леар, Бу = аб), 13, .... N, 
multipliquémosla después por (— а) у sumemos соп la 
ecuación 
а, + 02,4... A A 
De resultas obtendremos ип sistema 
Zat basta + > + Dann = as 
dat. 4-а = 0, i=3, 4, NN, (7) 


a? e 


(8) 


Para ту, Zas - - ., zy tenemos un sistema de (N — 2)-ésimo 
orden análogo al sistema (6) de (N — 1)-ósimo orden para 


ientos, obtendremos tras. el 


СЕГЕ 
ando los razon: 
ir, al haber excluido т, =,,... 


ai an=, o bien зуф 0 ay. 

(9 
Llegamos en fin al sistema (2) con la matriz triangular supe- 
rior 


ж + biata + bisti + -+ Dn = Po 


Zy- + Da, NEn = PN- 
y= Фм. 
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El procedimiento inverso del método de Gaus consiste en 
determinar todos los z; pertenecientes al sistema (10) con la 
matriz triangular superior. No es difícil mostrar que el 
método de Gauss expuesto más arriba puede aplicarse sola- 
mente en aquel caso en que todos los menores principales 
son distintos de cero. 

Contaremos el número de multiplicaciones y divisiones 
en el método de Gauss. Veamos primero el procedimiento 
directo. En el primer paso se requieren Q, = № divisiones 
y multiplicaciones, el segundo paso exige Q, = (№ — 1)* 
operaciones, etc. En total se deben hacer № pasos del proce- 
dimiento directo realizando para ello 


n б 
ESTE 
a a 


multiplicaciones y divisiones. Es evidente que en el proce- 
imiento inverso se deben realizar M (№ — 1)/2 multiplica- 
ciones. De este modo, para resolver el sistema de ecuaciones 
(4) se necesitan О = N (N? + 3N — 1)/3 operaciones de 
multiplicación y división. Se necesitarán también aproxi- 
madamente el mismo número de las operaciones de suma- 
ción. 
Demos a conocer un ejemplo de aplicación del método de 
Gauss. Examinemos un Sistema de tres ecuaciones (№ = 3) 


0+ 4, +32,=4, (ч) 
За 2 —2%y=-—2, (12) 
dx +11z,+72,=7. (13) 


PROCEDIMIENTO DIRECTO. PRIMER РАВО. Dividamos la pri- 
mera ecuación por аң = 2: 


а + 2z, + 1,527 = 2. (14) 


Multipliquemos (14) por —3 y sumemos con (12), a conti- 
nuación multipliquemos (14) por —4 y sumemos con (13): 


—52, — 6,523 = —8, (15) 
Br, +2 = 1. (16) 
Se ha obtenido el sistema de segundo orden. 
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SEGUNDO PASO. Dividamos (15) por —5: 


Z, + 1,37, = 1,6. an 
Multipliquemos (17) por —3 y sumemos con (16): 
—2,9х, = —5,8. (в) 


Tercer paso. Dividamos (18) por —2,9: 
mn =2 
De resultas obtenemos un sistema 
ж +22, + 4,57, = 2, 
za + 1,32, = 1,6, 
2=2 


con la matriz triangular superior 


4 2 1,5 
El 
001 


PROCEDIMIENTO INVERSO. Del sistema hallamos sucesiva- 
mente: ту = 2, z, = 1,6 — 1,3-л; = 1,6 — 1,3-2 = A, 
z, = 2 — 2z, — 1,5-ту = 1. Do este modo, queda determi- 
nada la solución del sistema (11) —(13): 


а=, n=, 2=2 


2. Método de la raíz cuadrada. Este método se emplea 
para los sistemas 
ди =] (19) 
con matriz hermitiana A (simétrica, en el caso real). La 
matriz А se desarrolla en un producto 
А =S*DS, (20) 


donde S y D son matrices superior triangular y diagonal, 
respectivamente, La resolución de la ecuación Au = f se 
reduce a la resolución de dos sistemas 


SDy=f  Su= (21) 
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Con el fin de obtener el desarrollo (20), designamos 5 = 
= (su), D = (диб) y hallamos 


М x 
(5) = 2, у= dusin (S*DS)y= El зма 


puesto que S* = (у), donde la raya significa una conjuga- 
ción compleja. 
De resultas obtenemos una ecuación 


2 #мФуу5у = а. (22) 
El sistema de ecuaciones (22) so puede resolver de manera 


recurrente. Por cuanto S es una matriz triangular superior, 
entonces sy = 0 рага k > i, зл = 0 рага k < i, y, por lo 


tanto, 
Mo 1 5 x 
D #м#хуйуу = У sidad Esa + 2) ®щ5уйл = 
© = н 
Дей 
= У змуйук Susi ds = аи. 
“ 


Рага i=j tenemos 


0 
Бада аи — E, за daa- (23) 
Al escoger 
an 
аи = sign (an — Уем dan), 024) 
“ 
hallemos 
7 
su= Y lau— 2, 11. (25) 
Cuando i< j, obtenemos 
aja (26) 
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Suponiendo í = 1, 2, .. ., encontramos sucesivamente 


su=V Tau], ди =вівпац, ға = Уа dul |ва... 
El determinante de la matriz es, evidentemente, igual a 


х 
det A= [| І dust. 


El método de la raíz cuadrada requiero aproximadamente 
2/3 operaciones aritméticas, es decir, cuando M es grande, 
el método es dos veces más rápido en comparación con el 
método de Gauss y ocupa dos veces menos células de la 
memoria. Esta circunstancia se debe a que el método emplea 
la información sobre la simetría de la matriz. 

3. Relación del método de Gauss con el desarrollo de la 
matriz en factores. Sea dada una matriz regular A de dimen- 
sión № x М. Representémosla en forma de un producto 


А = ВС, А = (a), В = (bi), С = (с) 
(27) 
donde В у С son las matrices triangulares de la forma 
by 0 
bn bm 0 
в—|%и bn bs - 


Эң ba бу эзе 
Plica ей сз» 


04 en. 
с—|00 4 


00 0 
es decir, bia = 0 para k > i, суу = 0 para k < i, си = 1. 
De (27) se infiere que 


д, 
а= Ў) Вск 
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Transformemos esta suma de dos modos: 
А 1-4 н 
Ў, dm) = У Бем + Вису Ў расы = 
a мн 
as 
= 2; Басму + биен 

Ў tu = 2 ў 

= Ў b Bt) = 
2 бау = У) das + bies +) Ммм 


3-1 
= 2) Шс) 
2 ген + еу, 
De aquí encontramos 


ds 
у= оу — Ў) buey Para >}, Биа cumi, 


11 
с = Tg le 2 ы] рага i<j. 


Las matrices В у С quedan determinadas. 
La resolución de la ecuación Au = BCu = f so reduce 
a la resolución sucesiva de las ecuaciones 


Вф= |,  Cu=g. 


La construcción de las matrices В у С, como también la 
búsqueda de p = B-f corresponden al procedimiento direc- 
to, mientras que la resolución de la ecuación 


Cu=p 
corresponde al procedimiento inverso del método de Gauss» 
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1. Método de lteraciones para resolver el sistema de 
ecuaciones algebraicas lineales. Una atención especial se 
prestará en este capítulo a los métodos iterativos, puesto 
que dichos métodos son de amplio uso en la resolución de 
Хаз ecuaciones en diferencias de la física matemática cuyos 
operadores están en correspondencia con las matrices de 
cinta A de orden superior. 


114 Сар. ІШ. Resolución de ecuaciones algebraicas 


Pasemos a la descripción general del método de iteraciones 
para un sistema de ecuaciones algebraicas lineales 


Аи = |. (0 


Con el fin de resolverlo se elige cierta aproximación inicial 
Yo € H y se hallan sucesivamente soluciones aproximadas 
(iteraciones) de la ecuación (1). El valor de una iteración 
Ya+, Se expresa en términos de las iteraciones precedentes 
conocidas их, уу, . . - Si, al calcular ууу, se utiliza sólo 
una iteración precedente уһ, entonces el método iterativo 
se denomina de un paso (de dos capas); si, en cambio, ук+, 
se expresa en términos de dos iteraciones, y, е уу_у, el méto- 
do se llama de dos pasos (o de tres capas). En esta obra зе 
analizarán, principalmente, los métodos de un paso. Con- 
vengamos en considerar que А: Н — H es un operador lineal 
en un espacio de dimensión finita Н con un producto escalar 


(a). 

Un papel importante lo desempeña la inscripción de los 
métodos iterativos en la forma unificada (canónica). Cual- 
quier método iterativo de dos capas puedo ser escrito en la 
siguiente forma canónica: 


B Mmi дд}, к= 0, 1, ..., para todos yy € Н, (2) 
ги 

donde A: H — Н es el operador de la ecuación de partida 

‚ В: H — Н, operador lineal que cuenta con su inversa 
В-і, К es el número de la iteración; ту, Ty, ..., туу SON 
todos los parámetros de iteración, тк +, > 0. El operador B 
puede depender, en el caso general, del número k; para зіш- 
plificar la exposición, suponemos siempre que В no depende 


de k. 
` Si В = Е es un operador unidad, entonces el método 


Hah др, k=0, 4, ..., para todos losyEH, 
п 
(3) 
se denominará ezplícito: у, +, se halla por una fórmula explí- 
cita 
Hasi = Ya — таъа (Аук — Й. 
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Generalmente, cuando В + E, el método (2) se Пата 
iterativo implícito: para determinar уу +; hace falta resolver 
la ecuación 


Byrti = Byr — тузу (Ауу, — 1) = Fa k=0,4,... (4) 
Es natural exigir que el volumen de los cálculos para resolver 
el sistema By, +, = Ру sea inferior al volumen de los cálculos 
para la resolución directa del sistema Аи = f. 

La exactitud del método iterativo (2) se caracteriza por 
la magnitud del error 2, = y, — и, es decir, por la dife- 
rencia entre la solución y, de la ecuación (2) y la solución 
exacta u del sistema inicial de ecuaciones algebraicas lim 
les. La sustitución уу = зу + и en (2) lleva a una ecua 
homogénea para el error: 


>) 


Suele decirse que un método iterativo converge en Hp, si 
lím || zx 1 = 0, donde |211 V (Dz, 2), D=D*>-0, 
ds 
D: H>H. 


En el caso general se prefija cierto error (relativo) e > 0 
con el que se debe hallar la solución aproximada ya, los 
cálculos se dan por terminados cuando queda cumplida la 
condición 


їй = u llo < e ll yo — ш llo. (6) 


Si n = n (e) es el mínimo de los números, para los cuales se 
verifica (6), entonces el número total de operaciones aritmé- 
ticas que han de realizarse para hallar la solución aproxima- 
da de la ecuación (1) es igual а 0, (е) = л (е) до, donde 
Чо es el número de operaciones que se realizan para hallar 
una iteración, es decir, para resolver la ecuación (4). El 
problema consiste en minimizar 0, (e) eligiendo de modo 
adecuado В y los parámetros (хд). Comencemos por analizar 
los métodos iterativos más simples. 

2. Método de la iteración simple. Para la resolución del 
sistema de ecuaciones (1) puede emplearse el método de la 
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iteración simple 


‚2, N, m 


x 
OY a), 1 


donde + > 0 es el parámetro de iteración. Escribamos (7) en 
la forma operacional: 


Hmh рдуу, k=0, 1, ..., para cualquier „ЄЙ. 
(8) 


Al comparar con (3) vemos que el método de la iteración 
simple so da mediante un esquema explícito de dos capas 
соп el parámetro constante Ta == т. 

Existen también otras variantes del método de la itera- 
ción simple, por ejemplo, una que sigue: 


on 

Маат (D 0—19). 
det 
Al sustituir aquí 


son д 
2 ии 2, а ано = (AO (и), 
donde D= (аџё,) es una matriz diagonal, obtenemos 
N 
Д 
0 (2 amit), 


o bien, en la forma canónica 


DA ду, k=0, 4,0... т=1. 


Aunque este esquema es formalmente implícito (В = D + 
+ E), no obstante D = (211$) es una matriz diagonal, por 
lo cual ya+, se determina según las fórmulas explícitas. 
3. Método de Seidel. Es de amplio uso (оп particular, 
cuando es insuficiente la información sobre la matriz А) el 
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método iterativo de Seidel en una de las siguientes formas: 


i н 
РА aat È а= 09, а 30, 1-1, 2, ..., N, 
(9) 


А М 
ар È a= 1, 2 o М. 00) 


Los componentes del vector ууу se hallan sucesivamentè 
de ambas fórmulas. Así, por ejemplo, de (9) determinamos 


sucesivamente уу, yi -o e 


e (09 гн), 


1-4 


$ 
1 (09 Y а — Ж ау), ) ” 


j= 


аг 


„N. 


Haciendo uso de (10) encontramos sucesivamente para 
=, М—3%,...‚1 


x-1 
И = UM 2 аир), 
a 
ч 
a (OD ар D аш) 
a [к 


ї=%—1,...,1. 


Escribamos este método en la forma matricial (operacio- 
nal). Con este fin representemos la matriz А como una suma 
А =А- +1 -+А*, 
donde D = (аиби) es una matriz diagonal de dimensión 
N x N, А = (ар) es la matriz triangular (subdiagonal) 
inferior con la diagonal principal Пепайа de ceros, ар; = 0 
рага j œi, ар = ау para ј < і, А? = (айу) es la matriz 
triangular (sobrediagonal) superior con la diagonal principal 
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Пепайа de ceros, aj, = 0 para j < i, ађ = ay, para j > i. 
De la definición de A”, D, A* se desprende que 


=t 
руб = апу, Ау = У аи, 
£ 


Ay 5 ay, (А*+р)у = Ў амо. 
“н = 
Por esto, la ecuación (10) puede anotarse en la forma 
(AHD yr) O HAO =O, 1—1, 2, ..., №, 
o bien, en la forma vectorial 
(4* + D) н + Aya =}. 
Realizadas unas transformaciones evidentes 
(4* + D) укы + Асу, = (А* + D) (Ynga — уь) + 
+ (47 + (A* + 0) ya = (А* + D) (ух+, — Ya) + Ау, 
escribamos el método de Seidel (10) en la forma canónica: 
(D + A+) (vrsi — у) + Аук = f, k=0,1,2,... (11) 


Comparando con (2) vemos que el método de Seidel (10) co- 
rresponde a 


В=р+А+, теі, 
es decir, el esquema (11) es implícito. Sin embargo, por 
cuanto B = D + A* ев una matriz triangular, entonces 
la iteración уһ, se determina por las fórmulas explícitas. 
Análogamente se escribe la otra variante del método de 
Seidel: 


(D + А-У (н 0) БА 7 К=0,1,...,(12) 


cuando В = D + A- es una matriz triangular inferior. 
A continuación (en el p. 5) se mostrará que el método de 
Seidel converge, зі А es una matriz simétrica definida 
positiva. 

4. Método de relajación superior. Con el objeto de ace- 
lerar un proceso iterativo, se puede reducir el método de 
Seidel al de relajación superior, introduciendo el parámetro 
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de iteración w de modo tal que se verifique 
(DA war) H= + Ау, =], 

k=0, 1, ..., para cualquier „ЄН. (13) 
Al comparar con (2) vemos que 

B=D+04-, т= о. 


Transformemos la ecuación (13) a la forma de cálculo. 
Teniendo presente que 


(рыд) 221 9% 4 Aya (ар) мн 
A+ D) a+ 
++ (1-3) 


ни) 


tenemos 
(+20) ur (a+ (1-5) р) 
De aquí encontramos 


o 


Иог [9 аи, D ао 
а 


jui 


i=1, 2 .. №. 


Cuando w = 1, obtenemos la fórmula del método de Seidel. 

La velocidad de convergencia del método de relajación 
superior depende del parámetro w. En el р. 5 se mostrará que 
para la convergencia del método se ha de exigir que 0 < о < 
<2 
5. Convergencia de los métodos ¡terativos estacionarios. 
El método de Seidel y el de relajación superior sirven de 
ejemplo de los esquemas implícitos de la forma 


B зы +An=f, k=0, 4, ..., 
para cualquier „ЄН, (14) 
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con el operados no autoconjugado В que tiene su inverso В -!. 
El método (14) lleva el nombre de iterativo estacionario, 
puesto que В у т no dependen del número de iteración. Para 
que exista el operador inverso B-!, es suficiente exigir que 
el operador В sea positivo. Sea В = D + ®А-. Por cuanto 
А = А* >Q, entonces (А-у, у) = (А+у, у). (А+)* = Az, 
y por consiguiente, (Ay, у) = (Dy, y) + 2 (А-у, y), es 
ecir, 


(ду, Y == ((4—D)v, y) 


Sustituyendo esta expresión en la fórmula (By, y) = 
= (ру, y) + о (А-у, y), hallamos 


(By, y= (1 тә) Ф, Y+o(4y, д> 0, 


siempre que 0< о < 2. 
Para el error 2, = уу — и obtenemos una ecuación homo- 


génea 
Вы д0, k=0, 1, 2, ..., =y u. (15) 


TEOREMA і. Sea A un operador autoconjugado y positivo 
y suponemos cumplida la condición 


В> А. (16) 
En este caso el método de iteraciones (14) converge en H a, es 
decir, 
Iza lla = ll yn — u lla >0 cuando k— оо. 
pemosmación. Nos hará falta una identidad energética 
A SS 
(17) 


donde [| 21% = (Ат, z). Transformemos primero la ecuación 
(45) a la forma 


(в фл) Eg 4+6=0, (8) 
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sustituyendo con este fin ау =-F (zn +21) PL. 


Al multiplicar (18) escalarmente por 27 (42%) 
= 2 (0041 — 21) y teniendo presente que (Azs, Za) = 
= (2411 Aza), puesto que А = А* y (А (3a + Za41), 
Ena — Za) = (Агаар, +) — (Азу, Za) + (Азу, +) — 
— (А, 20) = (Aza gas Eata) — (Ат, Za), obtenemos (17). 

Supongamos cumplida la condición В > тА/2. Entonces, 
el primer sumando en el miembro izquierdo de la identidad 
(17) ез no negativo y || 2x4, |А < || ту llà- De aquí so deduce 
que 0< |12,4, lla < Iza lla <... < Il Zo lla, өз decir, 
la sucesión {|| 2, Ila } no es creciente y está acotada inferior- 
mente por cero. Por ello, en virtud del teorema de Меіег- 
strass, (|| za lla} converge рага k— co. Demostremos que 


Lim ал lla = 
El operador P=B— 4A es positivo, у Po=B,— 
фа (P+ Р"), definido positivo, es decir, existo 
tal número 6 > 0 (véase el cap. I, $ 4), que 
(Ру, y) = (Poy, y) > ô |l y | para cualquier y € H. 
Por eso, de la identidad (17) obtenemos una desigualdad 


B ако а PHI ан MAN a Ia- Г] 


Dado que {|| zx lla} es convergente, de aquí se infiere que 
existe 


Ма аа 10. (19) 
Luego, de la ecuación (15) encontramos 
Ады Ваа), а= АВ (am) 


(Аз, э) = r (47B (axr 2а), B (ә —з)), 


an MSI ACB ПЕ ае — za N (9) 
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De aquí precisamente concluimos que lim |z, lla = 0. 


osservación. De las desigualdades (*) y (**) proviene 
que el método de ii ciones (14) converge en las condiciones 
(16) con la velocidad de una progresión geométrica, 


l zasi lla «ре Ilza Más donde р? = 1 — тав < i 
Apliquemos el teorema 1 para demostrar la convergencia 

de los métodos iterativos estudiados en los рр. 2—4. 
METODO DE LA галаси smpLe, В = E. Al tomar en con- 


sideración que E> 54 tenemos 


J. т 
ВАВ А> (тар) 420 


para түү —F>0. El método de la iteración simple 
converge para todos los valores de т, que satisfacen la desi- 
gualdad т < 2/11 A ll. 

METODO DE SEIDEL, В = D +A-, т = 1. En este caso 


BF ADA AA + D= (Ar AS), 


((8-%4)u и) = 00. DF (AA) = 
= (Dy, y)>0, 
siempre que D > 


0. 

acerca Та desigualdad D > 0 proviene de la con- 
dición А >> 0. En efecto, supongamos que А >Q y E = 
= (8, 0, . . .. 0); entonces (А, E) = (р E) = а, > 
> 0, es decir, a, > 0. De un modo análogo поз convence- 
mos de que а > 0, y, por consiguiente, D > 0. Así pues, 
el método de Seidel es siempre convergente, si A es un 
operador autoconjugado positivo. 

Para estimar la velocidad de convergencia se deben esti- 
pular las suposiciones más fuertes. Citemos el siguiente 

teorema 2. El método de Seidel converge con la velocidad 
de una Por geométrica de razón q < 1, si A = (ау) = 
=A* 


и 
sy laSa lan), ¿=1,2 .... №, ф<1. (20) 
e 
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En efecto, para el error zp = уһ — и tenemos 
а 
аш а= — D аи Y а, 
< i>i 


lanl 12 1< Y lanl 14814 laul 101. 
ѓа Sa 


Supongamos que el máx |24) | se alcanza para cierto ё 
de modo que 


Izasle 1, lat soll asa llo 2, ањ ll rs lle 


+ Y lawl Ilza llc» 
Si 


їз йе E laili lanl — 2, 1а) Iza е. 
Se Ll 
En virtud de la condición (20) tenemos 


Ў) al< амь У Іа < 2 (la У Іа), 

КЕ ¿to < 
y, por consiguiente, 

їз Пс g Ilza Пе g** zo llo 

lo que se trataba de demostrar. 

La condición (20) significa que A = (a,j) es una matriz 
con preponderancia diagonal. 

METODO DE RELAJACIÓN SUPERIOR, В = D + ФА, т 
Hallemos la diferencia 


BF А= ъол 5 (A+A +D)= 
=(1-%) DA (47—47) 


y calculemos 
((8-54)w. v)=(1 — $) (Du, y)>0 para 0<0<2. 


De este modo el método de relajación superior converge para 
cualesquiera valores de w Є (0, 2), si А = А* 2 0. 

6. Velocidad de convergencia del método implícito de 
iteración simple. El propio hecho de convergencia de las 
iteraciones no es bastante para poder juzgar sobre la aplica- 
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bilídad en la práctica de tal o cual método iterativo. Se 
necesita la información sobre la velocidad de la convergencia 
del método, es decir, de hecho, sobre el número de iteracio- 
nes п = п, (e) que sean suficientes para la resolución del 
problema con una exactitud prefijada e > 0. El número de 
iteraciones л, (e) depende del parámetro т, el que debe pre- 
cisamente escogerse a partir de la condición del número 
mínimo de iteraciones п = п (e), con el cual se cumple la 
condición || y, — u lo E e |l yọ — и |, donde D es un 
operador, D = D* 

Analizaremos ш q esquema estacionario implícito 
(esquema implícito de la iteración simple) 


в 3% +An=f, k=0, 1, ..., 
para cualesquiera „ЄН, (21) 


donde A y B son los operadores autoconjugados positivos. 
Los métodos de Seidel y de relajación superior no perte- 

necen a esta familía de esquemas, puesto que para ellos el 

operador B no es autoconjugado. Para la corrección 


ш = Вт, = Ani 
se verifica (al igual que para el error 2һ = уһ — и) una 
ecuación homogénea 
BERTA дуу 0, k=0, 4, ..., )=B(Ay—f) 
(22) 
donde г, = Ay, — f es un defecto, w, = B-r, es la co- 
rrección. Efectivamente, de (21) encontramos 
йкы = Ya — TB" (Ауу — f) = ук — тш, 

Айы — Í= Aya Í Аш, тн = Th — TAW 
Por cuanto r, = B (В -1гъ) = Вшу, de aquí proviene (22). 

Supondremos cumplidas las desigualdades operacionales 


ЋВ<А <В, n> y>n>0 (23) 


o bien 


т (Bz, 2) < (Ax, х) < y, (Bz, 2) para cualesquiera = Є Н, 
(24) 


donde las constantes y,, yy son conocidas, 
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твонвмА з. Supongamos cumplidas las condiciones (23), 
(24). En este caso el número mínimo de iteraciones según el 
método (24) se alcanza para 


++ (25) 

Además, se verifica la desigualdad 
14и, — 718-2021. Ay—f 18-2. п=1,2,..., (26) 
в=(1—®Ю/(4+®, E= тт. (27) 


DEmosTRAcIÓN. Con el fin de resolver el problema (22) 
hagamos uso de la siguiente estimación (la demostración de 
la estimación se aduce en el cap. V) 


Ilwa lla < р" 1100 lla рага т< т, (28) 


donde р = 1 — түү. El valor mínimo de р (рага el cual el 
número de iteraciones es mínimo) se alcanza ві т = To: 
P> Po = 1 — Toyi = (1 — DIA + E). Nos queda toma 


on consideración que || wa ls = I| 827, lla = 11" lla- El 
teorema está demostrado. 
Exigiondo que sea рр < e, o bien (t/pp)" > 1/2, obten- 


dremos la estimación para el número de iteraciones: 
n > 1а (1/2)/ln (1/p0)- (29) 
OBSERVACION. Una función q (E) = me + DM — £) — 
— 2% es positiva para cualesquiera 0 < Ё < 1, puesto que 
y” (E) = 222/01 — Ẹ°) > 0, (0) = 0; por esto, 1/10 (1/po) < 
< 1/2) y la condición (29) quedi ida, si 
n > по (e) = (1/0028) ln 1/e, Е = тт. (30) 
(по © по es, en el caso general, entero). La condición (30) 
resulta más cómoda para las estimaciones. La estimación 
0% < е es, evidentemente, verídica, si лу (e) <n < 
< п, (e) + 1. Por esta razón, а título de n es suficiente 

tomar la parte entera del número л, (в) + 1. 

7. Problema modelo, La comparación de los diferentes 


métodos iterativos se realizara a base del siguiente problema 
modelo 


¡1 — 201 le ? 
MR ў, ist, 00 NA, 
=P» ора, В=-у, (31) 
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el cual es un esquema de diferencias para el problema de 
contorno 


а Г), 0а 1, и (0) =. u(i) =p 


Escribamos el sistema de ecuaciones primeramente еп la 
forma matricial: 
А» =], (82) 


donde v = (000, 19), . . ., 9-1) es un vector de dimensión 
М — 1, y A es una matriz tridiagonal de dimensión (N — 1) х 
х (N — 1): 


—2 10... 0 


El segundo miembro de la ecuación (32) cuenta con los com- 
Т para 1=2, 3, ..., N—2 = ў, + 


ponentes fı 
+ p/h’, f yı = ўа + pah’. А la matriz A le corresponde 


el operador А que actúa en el espacio Y = Q de funciones 
reticulares definidas en los nodos interiores de la red œ, 

= {ш =, 0<i<N). Sea Ло = vw, b una función 
reticular que está definida sobre la red 0, = (2; = ih, 
O< i< N) y que se reduce a cero en la frontera cuando 
1=0, М. En este caso podemos escribir 


Av=—AD, »bEQ=H, ved 


Introduzcamos en Н = © (como lo hacemos habitualmente) 
un producto escalar 


N-t 
(1 0) = 2 uwih 
y hagamos uso de las fórmulas (17), (56) del $ 4, cap. 1, 


en virtud de las cuales 
(Av, ш) = (v, Аш), es decir, А = A*, 


(do, шуо S=, A>8E. 
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Ahora tenemos 


y=5, n=A, b= = АС 
Para el número de iteraciones tenemos 


п) 2те) =E 


Prefijemos е = -1-. 1074 æ ©, entonces п, (е) ~ yr = 28. 
En particular, el número de iteraciones: 

п, (e) = 200 para М = 10 

п, (e) = 20.000 para N = 100. 


El método de iteración simple depende fuertemente del 
número de ecuaciones № (п, (e) == №"). Abajo se exponen los 
métodos (véanse los $$ 4, 5), para los cuales la dependencia 
citada (п en función de N) será más débil (п, (e) = N y 
no (e) = V Ñ). 

El problema (31) es un problema tipo, puesto que una 
ecuación en diferencias análoga simula la ecuación de Laplace 
en diferencias para los casos bidimensional y tridimensional, 
y el número de iteraciones no depende prácticamente del 
número de mediciones (depende sólo de Л). 

8. Esquema de tres capas. Si y,, se calcula mediante 
dos iteraciones precedentes ya е ya entonces el método 
iterativo se denomina de dos pasos (o de tres capas). Demos 
un ejemplo del esquema iterativo de tres capas. El esquema 
explícito de tres capas con parámetros constantes se anota, 
corrientemente, en la forma 


ж = (1 + a) (E — той) Yn — ayni + (1 + a) tof, 
= Яр 2, «з (33) 
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La primera iteración se calcula según el método explícito 
de iteración simple: 


ж = (Е — 1,4) Yo + Tof para cualesquiera „ЄН, (34) 
donde 
жей E si-ti tii 
вет" Smeh rr a O 


їз, Ya > 0 son las fronteras del espectro del operador А = 


MESA < Е. 
Se puede mostrar que para el método (33), (34) el número 
de iteraciones se halla de la condición 


m0 (14H n) <e 


De aquí se ve que 


OEA тє» 1<0o<2 (36) 
Para el problema modelo VE=xh/2 y 


паб) = 10 са 082 ni c-3,2N рага вят eto, 
El número de iteraciones: 
no (6) яе 32 + 60 para N = 10, 
ny (e) 320 + 620 para N = 100, 
es decir, considerablemente menos que para la iteración 


simple. 
El esquema implícito de tres capas tiene por expresión 


Вук = (1+0) (В — той) Ya — ®Вуу., + (1+ a) Tof, 
k=4, 2, a 
By, = Ву, — ToAYo + Tof para cualesquiera „ЄН. 
Si B = В* > 0 y se cumplen las desigualdades (23), (24) 
mientras que œ, т, se calculan según las fórmulas (35), enton- 


ces la estimación (36) para el número de iteraciones queda 
justa en este caso también. 
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$ 4. Esquema iterativo de dos capas con 
parámetros de Chébishev 
4. Planteamiento del problema. Sea dada una ecuación 
Au=f A: H>H. (1) 


Veamos un esquema iterativo con parámetros variables 
(ma): 


Sari VR y душ), k=0, 1, 2, 
para Реа WEH. (2) 


La ecuación homogénea 


В а Az =0, k=0, 4,2, 2.1 љи (3) 
es satisfecha no sólo por el error 2, = y, — и, sino también 


por la corrección w, = B- (Ay, — f) (k = 0, 4, . . .) con 
la condición inicial ш, = В- (Ay, — f). La condición para 
que terminen las iteraciones tiene por expresión 


12, llo < e Il žo llo, о bien || ш, llo < e ll wo llo. (4% 
De (3) se ve que 


таър = бан, Sr = E — UN ABA, (5) 
donde Sh, es el operador de paso de la сара k a la сара 
k +4. Eliminando ту, у, ---, Z, encontramos para 
k=n—4 

RO 


donde Т, es el operador de resolución del esquema (3). De 
aquí proviene que 
Il Zn llo < @ Il Zo llo, Ф = 117, lo: (6) 
La condición para que terminen las iteraciones queda cum- 
plida, si 
Ф = || Ta llo S е. (7) 


Para estimar el número de iteraciones n = п (e) se debe 
obtener la desigualdad (7). 
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Estudiemos el esquema explícito (2) 
[ТЕГ т = 

а др), k=O, 4, 2, 02. (6) 

con la particularidad de que consideramos prefijado cual- 

quier yo € H, y elijamos los parámetros тү, Ta +. -) Tn 

partiendo de la condición de mín п (e). Se supone, además, 


que 
A=A*>0, ЋЕ << А < ye, м > 0. 
Рага el residuo ra = Aya — f se verifica una ecuación 
homogénea 


IRA раду =0, k=0, 1, 2, ..0, ra= А 


Thor 
o bien 
таър = база, Sry = E — тузуА. 
De aquí hallemos 
к=» TESIS Sn 


El operador de resolución Т, es un polinomio de grado n 
respecto de А 
T, = Р, (А) = (E — 14) (E—7,4) --. (Е — 1.4) 


соп los coeficientes que sólo dependen de т), Ta, .. ., Tn- 
Para determinar ту, Ta, - . ., Tn Obtenemos la estimación 


Ira << I Pa (4) т |. 

Es menester hallar tales 1,, Ta, - - -, Tn, para los cuales 
Р, (А) || es mínima y, después, estimar dicha norma a 
‘través de las constantes y, y үз. Demos aquí sin demostra- 
ción la solución de este problem 


Dosignemos con M, = { —cos LL a, i=4, 2, ..., m 
2n 


el conjunto de ceros del polinomio de Chébishev Tn (х) = 
= соз (л arccos z) en el segmento —1 < = < 1, y con {pr}, 
una sucesión cualquiera de estos ceros, pa = I n. El nime- 
ro mínimo de iteraciones se alcanza para los valores de los 
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parámetros 
q Mo = 
т = 4, 2. з 
3 -i м 
афт’ =, En O 
En este caso es válida la estimación 
Па Л < 9. ПАЛЬ а = 25 


(10) 


El esquema (8) con parámetros iterativos (9) lleva el nombre 
de esquema iterativo de Chébishev. 

El requisito qn < е, 6 2pp < е (1 + рї") queda cum- 
plido, ві pp < e/2, o bien 


n()>1 2а. в) 
Al observar (compárese con el $ 3, р. 6) que ln + = 


=In И > 2VẸ, sustituyamos (14) por el requisito 
1 VE 
más fuorto: 


п (в) > п, (турі (12) 


que sea más cómodo para la comprobación. De (12) se deduce, 
evidentemente, (10), у qn < е. 

Comparemos, según ol número do iteraciones, el esquema 
(8) con la totalidad indicada de parámotros y el mótodo de 
iteración simple, recurriendo con este fin al ejemplo del 
problema modelo citado en el $ 3. En esto caso E = n*%/4, 
УЕ = лл2. 

Рага el método de iteración simplo 


nD (е) а 2/4 рага е 1074. 
Para el esquema de Chébishov 
nte) = 3,4/ para е 4074. 
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De aquí se ve que 
np 34, np 200 рага N=10 (4=1/10). 
т 22 340, п 20000 рага N= 100 (В = 1/100). 

2. Argumentación de la elección. optimal de los paráme- 
tros. Demostremos la estimación (10) en el caso de pará- 
metros iterativos (9). Nos hace falta hallar el тїп || Р, (А) ll. 

рп 
El polinomio Y 


P, (4)= [| (Еа) 
1, 


O O +... A 

co=1, р, (0)=1 

es un operador autoconjugado. Sean E,, А, (s = 1, 2, „№ 

funciones propias y valores propios, respectivamente, del 

operador А: 

А-А. (En Em)=8,m s, m=i, 2, . 

El operador A* tiene las mismas funciones propias y los 
mismos valores propios A}: 

АФ = МЕ. (13) 


Multiplicando (13) рог су y sumando según k = 0,1,...,п 
(сь = 1), obtendremos 


Pata) Ўы Ў ә, = Pn бы), 


Al cotejar esto con Р, (4) E, = А, (Р, (4)) E., vemos que 
MP, (AN = Р, (А (4). 

Los valores propios del polinomio operacional Р, (А) se 
definen como polinomios Р, (А) de los valores propios corres- 
pondientes del operador A, mientras que las funciones pro- 
pias son las mismas que tiene el operador А. Siendo el opera- 
dor P, (А) autoconjugado, su norma es igual a un valor 
propio cuyo módulo es máximo 


ПР, (A= máx Pn Qu). 
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Los valores propios A, del operador A ве disponen en el 
sogmento (т, yal: y, < Ai < Ya- Es evidente que 
máx |P, (А, máx |Р, (2)l, 
peral „( MS ш. | „ (®)! 
donde el argumento continuo т toma todos los yalores en 
el segmento чь Yal, y, por consiguiente, el problema del 
mínimo de || P, (А) || se reduce al de míni-máx del poli- 
nomio Р, (х), ез decir, al problema de determinar 
mín máx |P, (2) 1. 
SA 
'Apliquemos el segmento [y,, va] sobre el segmento 1—1, 11, 
suponiendo 


ев) ьа —1 < iA, 


рага y < 2 Sva (14) 

Entonces, Р, (t) = Ё, (t). La condición de normalización 
Р, (0) = 1 toma la forma 

Ё, (t) =1, ъ= — ро. (15) 


Así pues, se requiere hallar un polinomio cuya desviación 
de cero en el segmento —1 < t < 1 sea mínima, de modo 


que el máx | Р, (2) | sea mínimo para la condición comple- 
mentaria de la normalización (15). El polinomio buscado es 


PO (16) 


donde T, (t) es el polinomio de Chébishev, 


Т, (f) = cos (n arccos t) para |!|<1, (17) 
т, (=A +V EZT" (Y A 
рага |t| >4. (18) 
El polinomio de Chébishev tiene ceros 
шева н, A A (19) 
El polinomio P, (z) = (1 — ты) (1 — ту)... (1 — тал) 


tiene ceros z; = 1/1; 
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Exigiendo que las raíces de estos polinomios coincidan 
y teniendo presente la relación (14) entre х y t, obtenemos 
2 = Un + Ya) + (Ya — 71) ti) ti, de donde se infiere 


u=2N+Nn+(m—w)tl ¿=1,2,....n. (20) 


Esta fórmula queda en vigor, cualquiera que sea el método 
de poner en orden los ceros del polinomio de Chóbishey; рог 
ejemplo, en lugar de (19) podemos hacer t; = —cos 2 x. 
Al tener esto en cuenta llegamos a la fórmula (9). Se ha de 
notar que si n = 1, obtenemos т, = т, que es un parámetro 
optimal del método de iteración simple. 

Así pues, los parámetros ту, Ta, .. ., т, ве han determi- 
nado según (9). НаПетоз ahora 


= máx = Ё, (i= 
®= máx IPn (e= máx 12, (01 
а жЕ эз 
= вх |1 тег + 
puesto que máx |Z, (f) | = 1. Tenemos | ta |> 1; por 


ello, para | 7, (ts) | se usará la fórmula (18) соп t= ty. 
Transformemos las expresiones que figuran en esta fórmula: 


+y i! = и жит = 


Hol АЕ 


Po 


=p) tasvi- 


=1 VDD = УИ у), 
de modo que УЙ 2, Ур у 


e 


а (pot) 


La estimación (10) queda demostrada. 

Я computacional у ordenación de los pará- 
metros. El método iterativo (8) con parámetros de Ché- 
bishev {ту} se denomina a veces método de Richardson. Se 
conoce desde hace tiempo, no obstante casi no se empleaba 
en la práctica hasta el último tiempo por su inestabilidad 
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computacional. Expliquemos esta noción con un ejemplo. 
Tomemos un sistema de ecuaciones 


u(i — 4) — 2u (i) + u (t + 1) = 0, 1=4,2,..,N—4, 
u (0) = 1, u (N) = 0. (24) 


Su solución es u (i) = 1 — д1, т, = iħ, h = 1/М. Buscare- 
mos la solución de este problema usando el método iterativo 
de Chébishev рага № = 20. El valor de л, (© podemos cal- 
cular. Puedo resultar no entero. Eligimos el número entero 
próximo п > np. Рага N y e dados tenemos п (e) = 64. 
Al conocer 


4 h 4 1] 
тб юе 3А, po, 

1 nh nha 
h=3, Б 4029-0 —— 220,006, 


se puede calcular ту según la fórmula (20). A título de la 
aproximación inicial зе toma una función 


NS 4, 1= 0. 
И? = 0, 1>0, 
Resulta que рага el método (8), (9) по es igual en que 


orden se toman los ceros ну del polinomio de Chóbishev. 
Ha aquí dos modos de numerar los ceros: 


в) Ha = соз 


Los resultados de los cálculos se aducen en la tabla 1. 
Para los menores valores de № у п puede resultar que el 
aumento de los valores intermedios de y, no lleva al parem, 
sin embargo tiene lugar la acumulación de los errores de 
redondeo, y tras п iteraciones no se cumplen las condiciones 
en que terminan las iteraciones (|| Aya — f || < e Il Ayo — f ЇЇ) 
Estas dos peculiaridades del proceso computacional, a 
saber, el aumento de los valores intermedios que conduce al 
parem y la acumulación de los errores de redondeo, se carac- 
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TABLA 1 
] Surtido а Surtido as 

TT | RA 

Е ы 

53 0,12 1 39,6 

55 27 2 2,6-10 

57 1,9-10 4 8,2-10s 

59 3,7-407 7 3,3-105 

60 2,6-10 9 1,2404 

61 2,5101 “ 1,9-10% 

62 3,34013 12 Parem 

63 5.105 

e Parem 


terizan por un término: inestabilidad computacional. La 
causa de inestabilidad computacional del método de Ché- 
bishev radica en que las normas || $у+, || del operador de 
раво 5,1 = E — туууА son para ciertas iteraciones supe- 
riores a uno, mientras que el proceso computacional es real, 
es decir, se tienen acotaciones por debajo y por arriba para 
los números admisibles (se tienen cero de máquina e infi- 
nidad de máquina) y en cada etapa de los cálculos surgen 
los errores de redondeo. 

Calculemos la norma para S, = Е — 1,4. Por cuanto 


5} = Sa, entonces || Sas [| = вир 1 (Sas, 2) |. De la 


condición yE <A < pE proviene (кыт — 1) E < 
< tar14 — È < (trata — 1) E. Sustituyendo aqui la 
expresión para туу, y teniendo presente que 1 — тър, = 
= теу, — 1 = Pos obtenemos 


вй) E Po (1+ pr) 
рь Е < 94-Е < E E 


De aquí encontramos 


1181 17,14 — Ell= 
рага pa <0 


та 
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de suerte que |15111 < 1 para todos los р, >0, y |$] > 1 

para р, < — (1 —po)/(2p0). Por cuanto 

(2л —1) 
2n 


л л 
оов й < pa < —соз лсо, 


k=1, 2, ..., m, 


entonces, para la mayor cantidad de números k tenemos 
[| Sa I| > 1, y si se emplean muchos parámetros та seguidos, 
para los cuales || 5, || > 1, tienen lugar la acumulación 
del error de redondeo y el crecimiento de las aproximaciones 
iterativas, lo que conduce a la inestabilidad computacional. 

Con el fin de debilitar el efecto mencionado, es natural 
tratar de alternar los parametros ту, para los cuales || $ || > 
> 1 con aquellos, para los cuales || 5% || < 1. En este pro- 
cedimiento se realiza precisamente la construcción de una 
sucesión de parámetros (ть), para la cual la convergencia 
de las iteraciones tiene un carácter monótono у la inestabili- 
dad computacional está ausente. Existe una regla para tal 


ordenación de los ceros t = — соз j созл del polinomio 


de Chébishev y, consecuentemente, también de los paráme- 
tros {ту (рага п cualquiera), para la que tiene lugar la esta- 
bilidad computacional. 

Demos a conocer dicha regla para el caso en que л es una 
potencia del número 2, п = 2P, р > 0 ез un número ente- 
ro !). Designemos el conjunto de ceros t, ordenado según 
esta regla, mediante 


Mi= {— cosp В 01-61%, 1—1, 2, 0,21), n=", 
donde Ө; es uno de los números impares 1,3,5,.. ., 2n — 1. 
El problema se reduce, pues, а la ordenación del conjunto de 
п números impares: Ө, = {0;™, 05", ..., 057”). Partiendo 
del conjunto 6, = (1), construyamos un conjunto Ө) = Өз» 
según las fórmulas 
ogm, = бүз, 


002"0 = дт — 2"), 1—1, 2, ..., т; т=4, 2, ..., 2%, 


1) La regla de ordenación de (а) para п cualquiera зе da, por 
ejemplo, en (6, 9). 
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si so conocen Of". La sucesión correspondiente de parámetros 
(ri) so denominará surtido estable. Sea, por ejemplo, п = 

46 7 2% Encontramos sucesivamente 0, 01), 0a 
(1, 3), в, =(1,7, 3, 5), 0, =(1, 15,7, 9, 3, 13, 5, 11 
Oj = (1, 31, 15, 17, 7, 25, 9, 23, 3, 29, 13,19, 5, 27,11, 24). 
А? pasar de Om а Osm өз suficiente poner tras cada Ө, un 
número igual a 4m — 047, (la numeración corresponde 
а Om). La sucesión «estable» Өл no depende del problema. 
La convergencia de las ¡teraciones para este surtido de pará- 
metros {т}} lleva un carácter no monótono, pero las oscila- 
ciones aquí no son de gran amplitud y ве amortiguan al 
fin y al cabo. 

Ho aquí los resultados de cálculos para el problema (24) 
según el esquema (8), (9) con el surtido estable de pará- 
metros (rf): 


E #4 8 16 2% 32 48 50 62 
Ak 39,6 4,7 1,1 0,2 0,4 0,04 1,5.10= 6,7-10% 8,7-10 


4. Esquemas implícitos, El método de Seidel y el de 
relajación superior convergen más rápidamente que el méto- 
do explícito de iteración simple, razón por la cual se justifica 
el paso а los esquemas implícitos. ¿Cómo so debe elegir el 
operador 8? Es fundamental el requisito general del míni- 
mo de operaciones Q (e) necesarias para hallar solución con 
una exactitud e > 0; dicho requisito se reduce a dos exi- 
gencias: 1) del número mínimo de iteraciones, el cual depende 
tanto de В como de la elección de {ту}; 2) del número mínimo 
de operaciones para la resolución de la ecuación 


Вул = Fa 
(carácter económico del operador В). De ejemplo puede servir 
un operador triangular correspondiente a la matriz triangular. 
Mostremos ahora que los resultados obtenidos más arriba 
para un esquema explícito pueden extenderse a un esquema 
implícito. Veamos un esquema implícito 


ВЫ Aya =}, k=0, 1 para todo y, € Н, (22) 


donde А = A* 2 0, B=B*>0, у 
VB < А < vB, т> 0. (23) 
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Eligiendo los parámetros de iteración {т} según las fórmu- 
Jas (9) y ordenándolos en concordancia con el punto prece- 
dente, obtendremos para la solución del problema (22) una 
estimación 


NAYn—1llo= < 9 !Ау»— ЇЇззз, = тр? 


„AYE = 
a Eh e 


donde y, y үз son los números que figuran өп (23). Para ol 
número de iteraciones п = n (e) son válidas las estimaciones 
(11) y (12). Para convencernos de esto, basta reducir el pro- 
bloma (22) a un problema equivalente para el esquema explí- 
cito 

A 4 Cp 0, k=0,1, ..., Z= Bw, (25) 
donde z, = B!/%w,, С = B-1MAB-1 os un operador posi- 
tivo autoconjugado con las fronteras del espectro y, Y ү, 


пЕ < С < Е. (26) 


En efecto, por cuanto В = B* > 0), existe, pues, В! = 
= (В\З)* >> 0. Aplicando el operador B-'/* a la ecuación 
(22), obtenemos (25) рага ту = Bl%. El modo inverso 
de razonamientos es evidente. Queda por demostrar la equi- 
valencia de las desigualdades (23) y (26). Estudiemos una 
funcional 


J = (А —1B) y, y) = (Ay, y) — y (By, y) = 
= (48 (By), вл (By) — y (В'лу, By) = 
= (Cz, 2) — y (z, т) = (С — YE) z, т), 
donde z = B'*y. Como y (y, por tanto, también z) es un 
vector arbitrario de H, entonces de la igualdad 
J = (А — ?В) y, y) = (С — ҮЕ) z, 2) (27) 


se deduce que los operadores А — yB y С — yE son de signos 
iguales. Si, por ejemplo, A — y,B = 0, entonces рага 
y = y, la igualdad (27) nos da С — ү > 0, etc. 
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Para el esquema explícito tenemos una estimación 
Ilza 1 < gn || zo ||. Al sustituir aquí лу = Вушу = B-Mr,, 
ту = Ауу — f, obtenemos la estimación (24). 

Para los metodos de Seidel y de relajación superior 
В 5 B*, por lo cual la totalidad de parámetros de Chébi- 
shev no puede ser empleado. 
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1. Método alternado triangular. Analizaremos un es- 

quema iterativo implícito 
Bhui рде 0, dy р] 

Si el operador В representa un producto del número finito de 
operadores económicos, será también económico. Así, es eco- 
nómico el operador B = B,B, que es igual al producto de los 
operadores triangulares B, y 

Veamos el así llamado método alternado triangular (1), 
рага el cual el operador 8 tiene por expresión 


= (D + oR,) D` (D + Ry), (2) 


donde D = D* > 0, R? = А, R, + R, = R, R = R* > 
> 0, œ > 0 es el parámetro. 

Probemos que el operador В es positivo y autoconjugado, 
es decir, que el esquema (1) con el operador (2) pertenece 
a la familia inicial de esquemas (2) del $ 3, razón por la 
cual pueden aprovecharse todos los resultados de la teoría 
general obtenidos anteriormente. En efecto, 


(By, v) = (0 + oR) D- (D + опу, v) = 
= ((D + ову, DA (D + он) = 
= (v, (D + oR) D7 (D + oR;,) v), 


y, por consiguiente, (By, v) = (y, Bv), es decir, B = B*. 
Luego, encontramos (Ву, y)=((D + Нуу, D x 
ХР р В + Ry y) = || (D + Ry) y || b: > 0, es decir, 

ne paa R le corresponde una matriz R = (г). 
A título de las matrices R, y R, pueden intervenir las matri- 
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ces triangulares inferior y superior, es decir, 


тц?, j=t, 
В, = (73), ru= | ть < 
0, 1>1 
rul2, j=t, 
В, = (т), a-f тј, 
0, 1<і. 


Si R es una matriz simétrica, гу = гу, entonces А, y А, 
son recíprocamente conjugados, R, = Rf. 

A título de D = (2) tomemos una matriz diagonal. 
Entonces, D + oR, es una matriz triangular inferior у 
D + oR, una matriz triangular superior. De este modo, 
el proceso de la iteración se reduce a la inversión alternada 
de las matrices triangulares inferior y superior (de aquí 
proviene la denominación del método). Efectivamente, para 
cada iteración se debe resolver una ecuación 


Byr+ı = (D + Ry) DA (D + ой) yası = Fr- (3) 
Al denotar р 2 (D + Ву) ук+у = Farı, obtenemos 
(D + oR) jasn = Р. (D + әд) Yasi = Юўхзь 
mh 4,... (4) 

Observando que (R,y, y) = (Ray, y) = (Ry, y)/2, encontra- 
mos 
((D+0R;)y, y) = (Бу, y) +0 (Ry, 0) = 

= (0+8) y v) =(D+oR)w, 4)>0, 


puesto que D>0, o >0, y R>0. 
De aquí proviene la existencia de los operadores inversos 
23%, (D + oRy)”, es decir, la resolubilidad de 
los problemas (4). 
2. Elección del parámetro ш. Рага poder emplear la 
tooría goneral, se deben hallar primeramente los parámetros 
Yı Y Ya que figuran en las desigualdades 


VB <A < В, (5) 
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las cuales siempre se verifican gracias а que los operadores А 
y B son acotados y positivos. Empecemos con la determina- 


ción del parámetro w > 0. 
LEMA. Supongamos que el operador B se determina según la 


fórmula (2), donde 
т= В, R, +В, = В, R=R'>0 


y que R satisface las condiciones 
R>8D, һо, RDR, 4 R, А>0, (6) 
En este caso será válida la estimación 
YESA, iia he (D 
La razón E= >, (0)/}a (0) tiene el valor máximo cuando 
»=0=2/V 88; 


con la particularidad de que 
2 ò 2 ô * 5 

E aya’ "=a. аруу" Prya 
prmosrracioN. Las desigualdades (6) significan que 


(Ву, у:>8(ру, y), (ОН, Ra) <$ (Ry, Ш) 
para cualesquiera y €H. 


(9) 


Realizadas las transformaciones 
B=(D+oR)D=(D + Ry) = 
=D — o (R, +R,) + арн, + 20 (R, + Н) = 
= (D — Ву) D^ (D — oR,) +20R, 


obtenemos 
(By, y) = (D~ (D — oR,) y, (D — Н) y) + 20 (Ry, y) 
= || (D — oRy y libn +20 (Ry, y) > 20 (Ry, y), 


de suerte que 
B>20R, о bien <В, h= 
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Obtendremos ahora para B la estimación por arriba. 
Tomando en consideración (6), hallemos 


в=ръонч-о? D'R A RRA RS 


e 


El número de iteraciones necesarias para la resolución 
de la ecuación Ry = / depende de la razón 


Eo) = = 208 (1 +08 +84 ау. 


Elijamos œ de la condición de que Ё (w) sea máxima. Igualan- 
do a cero la dorivada Ё (ш) = 28 (1 — ОАА) (1 + oô + 
+ 0%68/4)=, encontramos ө = о = 2//' 8А; en este caso 
E (0), <0. Al sustituir esto valor de о өп las fórmulas 


para yı, ўз, Ё (w), obtenemos la fórmula (9). El loma queda 
demostrado. 

3. Velocidad de convergencia. 

твовкмл. Supongamos que el operador A = А* > 0 se 
representa como una suma А = А, + As, A, = Af, y que 
se cumplen las condiciones 


A>SD, ADUASÍA, 8>0 A>0. (10) 


Entonces para el método alternado triangular (1) con 

= (р + 0A)D-"(D + ФА), D=D*>0, (11) 
соп el parámetro о = 2/V 88 y una totalidad de parámetros 
de Chébishev 


cea To a 2 LA 
a а, 


di ЗУ 
ae С] 42 
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donde 


5 5 „йы эрЁ 
A T єйїз, (13) 


son suficientes п (e) iteraciones: 
mole) п (е) «по () +1, mt) <nz/(2V2V a (14) 


y en este caso se cumple la siguiente estimación 


Y 


11 Ayn — f lle || Ayo — /|\в-- (15) 
pzmosrnacion. Hagamos uso del loma precedente supo- 
niendo Н = A, R, = Aj, R, = Ay, y también de la esti- 


mación (24) del ds: 


I Ayn — lla" An Il Ayo —/ llar» 
con 


- A YE 
m=T a= I 


En el § 3 se ha obtenido la estimación para el número de 
iteraciones n = n (e): 


mole) <n (e) <ne (e) +1, donde no (e) < 192 (2V8). 
Al sustituir aquí E = 2 01001 + V 1), obtendremos (15). 
4. Ejemplo de aplicación del método alternado triangular. 
Analicemos un problema modelo 
A tæi, 2... N—1, 
uy=0,  uy=0. (16) 


Sea H = Q un espacio de funciones reticulares definidas en 
los nodos interiores ¿= 1, 2, N — 1 de la red wa; 
introduzcamos un producto esc: 


г 


к 
@»= 2 и. 
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El operador Ay = —Jzx es autoconjugado y definido positi- 
vo: 


А88, 8= своп. 


Introduzcamos los operadores Dy = y (0 = E) у 


% и 
ду Ву = QA, 
Аш = Вш= — = — Маи, А,+А,=А. 


Las iteraciones (у), = Yn (1) se hallan según las fórmulas 


(Еол) di = (и +® OS 


AA 
бы =н, 


(E +043) Yxn (i) = 

‚ =юн(@— ук бн (EH 1) н (0) н (0), 
en definitiva tenemos 

P ы HAns: 
Une (i) = MEDA IMOR 
i=N-4, N-2, ..., 2, 1. 

Los valores de ў +. (i) se hallan sucesivamente al mover de 
izquierda a derecha (de ¿ — 4 a i) y los de ук+. (i), de derecha 
a izquierda (de і + 1 а i); y en este caso se toman en consi- 
deración las condiciones de contorno 


ӯкъ (0) = 0, жиза (N) = 0. 


Las fórmulas del tipo semejante se denominan fórmulas de 
cómputo móvil. 

De las igualdades уг, = Yau Зе desprende que А; = 
=A, En efecto, por cuanto v = Va + hig, = Юю, 
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entonces 
ms oo 
(Аш, о) — У уын ин У) Ventea = 
a a 
к на о 
= ywz at D voz, иһ Y (y, Аш), 
= a 


es decir, A, = Aj. 
Calculemos la constante А: 


(А,Азу, Y) = (Азр, Аш) = 


5 
=з У (и) 
par] 


N N-1 
< D ho =h Y АА и (Ау, р), 


de donde se infiere А = 4/h?, Así que, 


ns 
У W, PA 
—: 


zh 
niema, yr, 
E=2//(1+V0)=2/7=0h, УЕА уй, 
de suerte que 
по 00) 73 + 
ЖЫ 
Si е = 10, entonces п, (е) = 3/Y F. 
El resultado ев: 

п, (е) œ 10 para h = 1/10 (N = 10), 

п, (в) œ 30 рага h = 1/100 (N = 100). 
Recordemos que para № = 100 se deben realizar 20 000 ite- 
raciones por a método de iteración simple y 340 iteraciones, 
por el esquema explícito de Chébishov. De este modo, el 


método alternado triangular ha resultado mejor entre los 
métodos estudiados. 
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$ 6. Métodos iterativos de tipo variacional 


1. Método de los residuos mínimos. Al estudiar los méto- 
dos iterativos siempre se suponía hasta ahora que las cons- 
tantes y, y pa, es decir, las fronteras del espectro del opera- 
dor A en Н о en Н» están conocidas. Pero, ¿qué se debe 
hacer, si tal información está ausente? En este caso pueden 
emplearse los métodos que no utilizan los parámetros y, 
y ya en la forma explícita. Estos son los métodos de tipo 
variacional. Aquí se analizarán los métodos de los residuos 
mínimos, del descenso más rápido y de los gradientes con- 
jugados. 

Empecemos con el método de los residuos mínimos para un 
esquema explícito 


Ы ду, =, k=0,4,..., Para todo ЄН. (1) 


Para el residuo г, = Ay, — f tenemos una ecuación homo- 
génea 


та-та 
Кыты 4 Ary m 
ы tAn 


к=0,1,...‚ т Ар i (2) 


El parámetro ть, se escogerá partiendo de la condición de 
que sea mínimo el residuo гд +; según la norma: 
Пекна = N 7a — Trac IP 

= {гл IP — Lts (гъ, AFA) H TR ПАР РФ (н) 


Diferenciemos esta expresión respecto de туу, igualemos 
а cero la derivada 0' (тузу): 


Ф (тан) = — 2 (т, Ал) + 2ть+ Il Ara 11? = 
y hallemos 
(Ara, ra) 
a? 02,00. (3) 


Con este valor de тг; la segunda derivada q” (таъ) es 
positiva y, por consiguiente, se alcanza el mín || тъ +, |1". 


аа 
Hasta ahora no se suponía que А es un operador autocon- 
‚зї A = A* > 0, entonces son válidas 
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las estimaciones 
I rasa 1 Po lira 11, Il Ayn — f IIS ро 11 Ayo — f Il, 


n= 8-20, [| 


donde y, y үз зоп las fronteras exactas del espectro del ope- 
rador A. En efecto, por cuanto, de acuerdo con (3), la norma 
lla +, Пея mínima para тъ +, entonces para cada т + Ta pı 
ella debe crecer, por lo cual 


ES 
AS 
Por otra parte se conoce que 
ПЕ — TA || = ро рага т, = 2/(y, + ү,). 

De aquí precisamente se deduce que [| гд + (< Po [гь Il- 

De este modo, el método de los residuos mínimos con- 
verge con la misma velocidad que el método de iteración 
simple (siempre que en este último se empleen los valores 
exactos de y, у Ya). 

En el caso del método de residuos implícito o del método 


de correcciones en vez de (1) obtenemos una ecuación рага 
la corrección: 


BRA + Дш, =0, Е=0, 1, ..., 
тан 
шу = Вт, шу !(А»—/), (5) 
donde ту ,, se determina por la fórmula 


=> ¿ur wn) = 
Хан ETA, Ао) ' OA, 

En lugar de (4) obtenemos la estimación 
Il Ayn —Fllo< 05 [| Ayo— f в. 


2. Método del descenso más rápido. El método explícito 
del descenso más rápido se diferencia del método de los гезі- 
duos mínimos sólo en la fórmula para түү: 


(6) 


mm ER, 0,4, 0. (7) 
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Esta fórmula se obtiene o bien de la condición del mínimo 
de la norma || 2+ [la del error заа, = Yn+1 — и, O bien de 
la condición de ortogonalidad de los residuos гъ Y a+1- 
multiplicar escalarmente la ecuación Tay, = га — Tari ÁTa 
por га, obtenemos O = (ту, Ta) — Tats (Ara, гу) de donde 
se infiere la fórmula (7). Por cuanto Аз, = Ayn — Аш = 
= Fa, entonces se tiene 


(Аг, аъ) = (Аза — Tar AEn 2 танд) = 
= (п, танга, Za танг) = 
= (ть, Za) — Tni (Га, Pa) + Thea (Аға, г)- 
Diferenciando {| туз [А respecto de Tası е igualando a cero 
la derivada, obtendremos (7). 
Luego, tenemos 
Izari là ISS 
<I E — TA 11711 zy Па ро 11 Za lla» 


es decir, 
I ааа la = I Yar — u la 68 Il Yo 11А: 


El método del descenso más rápido converge en H д con 
la misma velocidad que el método de iteración simple. 

3. Método de los gradientes conjugados. Los métodos de 
tipo variacional con mayor velocidad de convergencia pueden 
encontrarse en la clase de esquemas iterativos implícitos 
de tres capas: 


Byrti = ан (B— Tp 014) Ya + (1 — ars) Bao + 
Факты. k=1, 2, .... (8) 
Byx=(B—114) yo+ Tif. 


Veamos el método de gradientes conjugados que es de am- 
pliousoen la práctica. En este método los parámetros itera- 
tivos 0,4, Y Ta+ı Se determinan según las fórmulas 


, (9) 


— (4 mu (а) i 
an= а 
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donde kk = 0,1,2,.. ., bajo el supuesto de que A = А* > 0, 
В = Ве б, y, B< A< y1B, y, 2 0. Las fórmulas рага 
туа, аддз Se obtienen del requisito del mínimo de la norma 
del operador de resolución. Con estos valores optimales de 
los parámetros iterativos queda lícita la estimación 


A ане 
Y =} 
rr 8-0, 0 


es decir, la velocidad de convergencia del método de gradien- 
tes conjugados es la misma que la del método iterativo de 
dos capas con parámetros de Chébishev (en el que se usan 
+, У Ya al calcular los parámetros туз). Por eso, para el 
número de iteraciones tenemos una estimación 


њут (е), љо) = тур3. 


A título de operador В podemos tomar el operador factoriza- 
do del método alternado triangular 


B=(D+04;) D*(D+w4), 
А,+А,=А>0, А{=А„ D=D*>0. 


Los cálculos muestran que el número de iteraciones al 
aplicar el método alternado triangular en conjunto con el 
de los gradientes conjugados es menor que en el caso de 
emplear el esquema de Chébishev. 


$ 7. Resolución de las ecuaciones no lineales 
: 1. Métodos iterativos. Analicemos una ecuación no lineal 
Ре =0, Ela, bl, 

donde f (z) es una función continua. La ecuación puede tener 
una o varias raíces. Se pide; 1) establecer la existencia de 
las raíces de la ecuación; 2) hallar los valores aproximados 
de las raíces. Ambos problemas se resuelven a menudo simul- 
táneamente. Para hallar las raíces se emplean los métodos 
iterativos. 
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El más elemental es el método de dicotomía (división por 
la mitad). Sea f (zo) f (2) < 0; entonces, on el segmento 
[zas za) so ubica por lo menos una raíz. Determinemos f (z4), 
donde z, = (ш, + 2,)/2, y elijamos ту: aquél de los valores 
ту о ту, рага el cual se cumple la condición ў (т) f (z3) < 
£ 0. Bl segmento [z,, ту] se dividirá por la mitad de nuevo, 
ete. La división continúa hasta que la longitud del segmento 
зе haga inferior a 2e, donde e es la exactitud con la que se 
debe determinar la raíz. En este caso el centro de dicho 
segmento nos presta precisamente el valor de la raíz con la 
exactitud requerida e. Es evidente que el proceso converge 
con la velocidad de una progresión geométrica de razón 4/2. 
La deficiencia del método consiste en la elección del seg- 
mento inicial [zy, ту]: no está claro de antemano а qué raíz 
convergerá el proceso (si en [=,, 21] hay varias raíces). 

El segundo método es el de iteración simple. Escribamos 
la ecuación (1) en la forma 


z= Ф (2), (2) 
donde q (z) puedo definirse por uno de los siguientes métodos: 
Ф (z) = z — af (z), а = сопзі, 


Ф (z) = z + p (z)f (2), р (2) es una función arbitraria 
que no tiene raíces en el segmento [a, b) 
Е método de iteración simple se determina por la fór- 
mula 


Zati = фб), п 0, 4, 2,..., (3) 


donde п es el número de la iteración, х, ез la aproximación 
inicial prefijada arbitrariamente. Se pido hallar aproxima- 
damente la solución (la raíz) z = z* de la ecuación z = 
= ọ (z) con un error relativo e >> 0 de un modo tal que 
para cualquier п ;> п, se verifique la desigualdad 


12, — 2% |< е |20 — 2% |, n> ло (e). (4) 
Esta condición puede cumplirse, siempre que la sucesión de 


iteraciones (z,) converja, рага п-> оо, al límite 2%: 
: lim z, = 2*. Si (4) tiene lugar, los cálculos pueden ser 


torminados con п = ny. Do aquí se ve que la cuestión más 
importante en este caso es la de convergencia de las iteracio- 
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nes, como también de la velocidad de su convergencia, es 
decir, la cuestión sobre el número mínimo de iteraciones 
п, (e), para el cual queda cumplida la desigualdad (4). Su- 
pongamos que en cierto 8-entorno 


A = (zo — ô, zo +8), 620, 6) 
del punto ту la función q (z) satisface la condición de Lip- 
schitz: 

lo (2) —9 (2) I< g |z" — z’ | para cualesquiera 
ES (6) 
con el coeficiente q < 1: 


0<9<1 (7) 
y sea pequeño el residuo inicial =, — Ф (т) de modo que 
ао — Ф (20) I< (1 — 9) ô- (8) 

En este caso son justas las afirmaciones: 
— todas las iteraciones =, (п = 1, 2,...) pertenecen 


al intervalo А : 2, Є А; 
— la sucesión (zp) converge, рага n= оо, hacia el 
límite x* que es la raíz de la ecuación (8); 
— la ecuación (2) tiene en А una sola raíz. 


La condición z} € А significa que 
[ак — zo | < ô. (9) 


En virtud de (8) tenemos |z, — zo | = | 9 (Zo) — Zo I< 
< (1 — 9) ô < б, es decir, (9) se cumple para k = 1. Demos- 
tremos por el método de inducción que (9) se verifica para 
cualesquiera k = 1, 2, . . .. Supongamos que (9) se verifica 
para К = 1, 2, . - ., п; entonces se pueden calcular Ф (zn) 
96, Do (6) se deduce que | a+, — Za | = 


Y 2,41 
= lp (т) — Ф (r1) 1< 9 Га — Zara |, es decir, 

ESSE (10) 

Aplicando sucesivamente esta desigualdad, encontramos 

[амаа — za |< e lx, — Ze l» &#=1,2,..., п. 


at 
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Al tomar en consideración que ъф, — Zo = (Zn+ı — Za) + 
+ (En — жд) +... + (а — а) + (z1 — з), obtendre- 
тов 

[iS (PESTE 940) аа 1 


1 
la-a <hl aað, 


es decir, Zn4, € A. En virtud de (8), la desigualdad (9) se 
verifica para Е = 1, y, por lo tanto, ве verifica también 
para k=2, 3, 

Veamos ahora la diferencia тк,» — Zn = (Erem — Znen) + 
++ (Ena — ан) + (En +1 — Zn) y 08- 


Галат 2 166007719772... 01) Ганн 2а 1 
<ET r lnag", 
es decir, |Zn4m— Zn | 0 para n— оо y cualquierm = 

„2,7. .. De aquí, en virtud del criterio de Cauchy, pro- 
viene la convergencia de {zn}: lím z, =z* €A. 


do ahora en (3) al límite para n-> co, nos convencemos de 
que z* ез una raíz de la ecuación (2): z* = ọ (2*). Esta 
raíz ез única. En efecto, supongamos que existen dos raíces 
distintas z’ y 2" 2", de modo que z' = ọ (z'), z" = 
= Q(z"). Entonces. |2" —2' |= |9 eges 
<Ф т —#'|< | — z |, os decin, |a =x |< de 

—x' |, lo que no es posible. 

Para el error 214 = „+ — 2* tenemos 


{а= 19 (zn) — 9 (2%) I< 9 | Zn —2* | = 
=а@|ь|<@ !1|ъь (2) 
Ган 1 | zo 1, 


es decir, el método de iteración simple converge con la velo- 
cidad de una progresión geométrica. El número do iteracio- 
nes para el cual queda cumplida la desigualdad (4) se deter- 
mina de la condición g™< e, es decir, 


а>ш+/[ш+. 
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El número mínimo de iteraciones п, (e) рага las cuales se 
cumple (4) es, evidentemente, igual a 
1 4 
һе) [4/4], 


donde la] es la parte entera del número а > 0. 
OBSERVACIONES, Si p (z) tiene derivada en A, entonces (6) 
se cumple en el caso en que 


Lo! (2) | < g para todo = € A. (14) 


2. Método de Newton. El método se determina mediante 
la fórmula 


амар, (65) 60, п=0,1,2,... (15) 


Esta fórmula se obtiene, si en el desarrollo 
O=} (29) =} (zn) + (2920) Р (2n) + lata Y ®, 
= 2.0 (2% —2,) 0<0<1, (16) 


donde z* es la solución exacta de la ecuación f (z) = 0, se 
desecha el último término, al sustituir z* por Za +, 


0 = f (zn) + f (Zn) (ты — ж). 


El método de Newton se denomina también método de tan- 
gentes o de linearización. La interpretación geométrica de este 
método consiste en que un trozo de la curva у = / (т) para 
ж € (сь, +}, Si Zn < Zn+ (о bien рага z € [£p41, а, si 
Ln > n+1) Se sustituye por el segmento de una tangente 
trazada desde punto = = zn. 

Al escribir f (х) = 0 en la forma z = q (z), vemos que el 
método de Newton puede ser considerado como el método 
de iteración simple (3) con el segundo miembro 


9 (z) = z — f (2)/f (2). (17) 
Ilustromos el método de Newton con el ejemplo de ex- 
tracción de una raíz cuadrada de un número a > 0, es decir, 


de resolución de la ecuación 22 = а o f (z) = 21 — a =0. 
Al aplicar la fórmula (15), obtendremos 


mart), 1-04... 
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Sea, а = 2. Eligiendo z, = 1, hallemos z; = 1,5, z, = 
= 1,447, z, = 1,414, ... ., es decir, la iteración converge 
muy rápidamente. 

Estimemos la velocidad de convergencia de las iteracio- 
nes. Supongamos que existe una raíz real г* de la ecuación (1). 
Tomemos бап entorno de la raíz: 


б, = (* — ôo, 2% +8) 8,220. 


Convengamos en considerar que la función (17) es dos veces 
diferenciable en А, y que su derivada segunda está acotada 


1g” (2) I< 2, (18) 


donde q > 0 es una constante. Desarrollemos q (z) en una 
línea de Taylor en el entorno de z = z* 


(0) (29) фи ee-e E Be", 
E=2*+0(2—2"), 0<8<1. (19) 
Calculando a continuación 
ее (ау 5 ШУ, wally 


y observando que q' (z*) = 0 cuando f' (2*) + 0, obten- 
dremos 


ero E. (20) 
Para el error 2,4; = Ins, — 7* obtendremos una fórmula: 


Inti = Tnn — 2 =p (2) — P (2%) = (29 (®, 


а= 9 002. 
De aquí у de (20) se desprende 
Izar} 92. (20) 
Denotando у, = 4]2,|, obtenemos vau 02022 <... < 
<.. <v} <v", y, por consiguiente, 


lan 3 (абаа). e» 
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De aquí se ve que las iteraciones (15) convergen hacia la 
тайт x* para n оо, si 


alz | <1 o |z| = | zo — z* |< 170, (23) 


es decir, la aproximación inicial se dispone en el entorno 
А, = (29 — 1/0, 2* + 1/9) con б, = 1/9 de la raíz z = z* 
de la ecuación (1). En este caso el método de Newton con- 
verge, como suele decirse, con la velocidad cuadrática (el 
método de iteración simple converge con la velocidad de 
una progresión geométrica). 

La condición para que terminen las iteraciones | zn |< 
< e lzo] (como se infiere de (22))) о | Zn |< (g | žo 19 х 
X | Zo | se cumple, si n> п, (e), donde 


m(e)= [ln (1+10+/1,755)/m2]. (20 


Es evidente que si la aproximación inicial se dipone en 
el entorno pequeño de z*, entonces todas las iteraciones 
posteriores quedarán dentro de este entorno Ay. En efecto, 
sea | xy — 1° |< б, con la particularidad de que gô, < 1. 
Tendremos, pues, | =, — 2% |< g | zo — z* |3 981<8p 
|z, — 29 |< g | — 2% [P< дб, < бо, otc., de suerte que 
[21 — 2% [< 6, para cualquier n = 1, 2, ... 

'omservacionEs. 1. No nos detenemos en la demostración 
de la existencia de la raíz z = 2%. 

2. La convergencia cuadrática del método de Newton pue- 
de establecerse también para las restricciones más débiles 
impuestas sobre f (2): 


W (2122 М2 0, W (2)1< М, рага todo z € Aj. (25) 
Haciendo uso de (15) y (16), obtendremos para el error 
галу = даљу — 2* una expresión 

ae + 

эн = Ze 20 
de la cual, on virtud de las condiciones (25), proviene una 
desigualdad 


Itani < altal, q= My (2M,), 


que coincide con (24) (la diferencia consiste sólo en g). Los 
razonamientos ulteriores nos llevan a (22), (23), y (24). 
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3. Método continuo de Newton. La solución de la ecua- 
ción ў (2) = 0 puede considerarse como un límite, рага 
t> 00, de la solución del problema de Cauchy: 


E +1()=0, 220,  2(0)=uw (26) 


si este límite existe. Denotemos con т = z (t) la solución del 
problema de Cauchy, y соп zę, la solución de Ја ecuación 
Ја) = 0. Para su diferencia 2 (1) = z (1) — Za, tenemos 


Ж + (@—/( ы) = FAN barto 001, 


Z ра():2=0, г>, 2 (0) = ш, al) =P (E). 


De aquí se ve que |z (0) [+0 para t— оо, si f (z) >0. 

Para resolver la ecuación (28) se debe hacer uso de un 
método explícito cualquiera. La velocidad de convergencia 
de z (t) а т, depende sólo de la magnitud de la deriva- 
da f (2). 

4. Método de las secantes. El cálculo de la derivada 
Т (En), aplicado el método de Newton, puede resultar engo- 
rroso. Si sustituimos ja por una razón de diferencias 
fa — fa-i)/(Zn — Zn-1), obtendremos el método iterativo 
de las "secantes 


TS 
Е) ака" en 

El método de las secantes converge con una velocidad 
menor que el de Newton, sin embargo en (27) se calcula sólo 
la función, mientras que en (15) es necesario hallar no sólo la 
función sino también la derivada de ella. Es por esto que 
el volumen de los cálculos en cada iteración del método de 
las secantes es, en el caso general, menor. 


Tn 


Capítulo 1V 


Métodos de diferencias de la resolución 
de los problemas de contorno para 
ecuaciones diferenciales ordinarias 


$ 1. Conceptos fundamentales de la teoría 
de esquemas de diferencias 


Un método numérico universal para resolver ecuaciones 
diferenciales es el de diferencias finitas. Antes de pasar a su 
exposición hace falta introducir ciertos conceptos funda- 
mentales referentes a la teoría de esquemas de diferencias, 
a saber, aproximación, estabilidad y convergencia. 

1. Operadores de diferencias más simples. Con el fin de 
obtener una ecuación en diferencias en lugar de la ecuación 
diferencial, es necesario: 

— sustituir el dominio de variación continua del argu- 
mento por un conjunto discreto de puntos (por una red); 

— sustituir (aproximar en la red) la ecuación diferencial 
por una ecuación en diferencias. 

El problema sobre la resolución numérica de una ecuación 
diferencial se reduce a la cuestión de resolver las ecuacio- 
nes en diferencias. En los capítulos antecedentes ya se han 
expuesto los ejemplos de las redes: 

4) red uniforme en el segmento 0< z< 1 de paso h: un 
conjunto de nodos @һ = {т = ih, i = 0, 4, 2, ..., №, 
h 4 воп los nodos de frontera; ©, = 
2. МА) es el conjunto de nodos 


2) red no uniforme: el segmento 0< z< 1 se divide en M 
partes mediante puntos arbitrarios 2, <2¿<-...<Zw.i 
Мм = zı — тд es el paso de la red; 


Ф (д1, 1=0, 1, ..., N, 2=0, з= 1), 


x 
D h=1 оһ= {zo 01 М} 
а 
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3) red өп un segmento 0<t<T: © = (t, = nt, 
n=0,4,..., по лут = Т}. 
En lugar de la función de argumento continuo (рог ejem- 
plo, en el segmento 0< z< 1) se estudia la función y (лу) = 
= y; de argumento discreto лү, donde z; es un nodo de la 
rod Oa, о de argumento і que es el número del nodo. Esta 
función se denomina reticular. Cualquier función reticular 
puede ser representada en forma de un vector 


Y = Yo Yo >>> Una Yn) 


Por eso, el conjunto de funciones reticulares forma un espa- 
cio de dimensión finita Н cuya dimensión, en el caso dado, 
es (№ -+ 4). Se analiza corrientemente una familia de redes 
{е} que dependen del paso como de un parámetro, razón 
por la cual las funciones reticulares у = ya(z) también 
dependen del paso como de un parámetro (о de №), si la red 
wn es uniforme. Si la red no es uniforme, entonces por h se 
entiende un vector h = (ħ, һу, - - ., Ал). Resulta natural 
por esta razón dotar el espacio de funciones reticulares con 
el índice h y escribir H». En el espacio Уһ podemos introdu- 
cir una norma ||-|1,. Не qauí los tipos más simples de las 
погшав: 


Пус = máx y(=) o bien y lic= máx (yal; 
ETN о<і<м 


pan 
пуї=(2, им)". 


El operador diferencial se sustituye por un operador de 
diferencias que actúa en el espacio de funciones reticulares. 

Sea G un dominio del espacio euclídeo R” (p = 1, 2, 3) 
con la frontera Г. Por ejemplo, С es el intervalo 0 < z < 1, 
T expresa los puntos z = 0, z = 1; G es un rectángulo 0 < 
<< h, 0< z< l, т = (2, 20) EG (p = 2), Г cons- 
ta de los segmentos de las rectas z, = 0, т, „3 = 0, 
z, = 1, etc. Sea dado un operador diferencial lineal Z 
que actúa contra una función v (т), z € G. Introduzcamos en 
б = б 0 Г una red © y veamos una función reticular 
о, (2). z € wn. Sustituyamos Lv en el punto z; € (9, рог 
una combinación lineal consistente de los valores va (2) 
de la función reticular en cierto conjunto de nodos de la red 
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el cual se llamará molde 


(аи 2 аб (zi), 2.69 (6), (09 
«E, 


donde af; son los coeficientes, о, es el molde, 0, € ay. 

Tal sustitución de Lv рог L,v se denomina aprozimación 
en la red de un operador diferencial L mediante el operador 
de diferencias La, o bien aprozimación de diferencias del 
operador L. El estudio de las aproximaciones de diferencias 
La del operador L se realiza, corrientemente, de un modo 
local, es decir, en cualquier punto fijo de la red. La construc- 
ción de L, se debe empezar con la elección de un molde 0(2), 
es decir, de un conjunto de nodos, vecinos con el nodo т € фу, 
en los cuales los valores de la función reticular р, (z) pueden 
ser empleados al escribir la expresión para Lp. 

Veamos algunos ejemplos de construcción de Lp. 


EJEMPLO s. Derivada primera: Lv = Еа = v (z). Tome- 


mos tres nodos (z — h, z, z +h). Podemos servirnos de 
cualquier de las expresiones 


Liv = +00) о, (е1 molde (=, z-+h)); 


Lio = 2E yz (ol molde (2—h, 2); 


цо = 0 „ы molde (= —ћ, z+h). 


Se emplean а menudo las ¡entes denominaciones: Lłv = 
= и, es la derivada de diferencias derecha; Līv = vz, la 


derivada de diferencias izquierda у [р = v; =- (Liv + 


+ Lo), derivada de diferencias central. Sobre el molde 
tripuntual (z — А, z, z + h) podemos definir un operador 
de. diferencias 


Це (0) =00,+(1—0)v3, 
donde о es un parámetro real. De este modo, existe una infi- 


nidad de aproximaciones de diferencias de la primera deri- 
vada sobre el molde tripuntual. 
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Se denomina error de aprozimación del operador L median- 
te el operador Z, una diferencia 


Y =Lw-— Lv. 


Dicen que L, tiene el m-ésimo orden de aproximación en el 
punto z, ві 


y (2) = Ln v (z) — Lv (z) = О (h™), o bien |р (2) |< MA”, 


donde М = const > 0 no depende de h, т > 0. 
Haciendo uso de la fórmula de Taylor 


VE Ао (z) + hv' (2) + 
+ o" (a) = Lor (2) У (2) +0 (4), 
no será difícil obtener las estimaciones 
0.000), 05—000), v, —v' =0 (h), 
Vo= Цо v= О((о—--) в. 


влнмріо 2. Derivada segunda: [о =-f =v" (2). 
Tomemos el mismo molde tripuntual que figuraba en el ejem- 
plo 1 y escribamos un operador de diferencias 


hae че сы =) А 


Al notar que v (z + h) = v (2) + Ава v (z — h) = v (2) — 
— һу, transformemos Lp v (2): 


va(z)— v (2)  oc(z+h)— v: (2) 
Liv (2) == EH erl (2) 


Aprovechando la fórmula de Taylor para v (z + h), encon- 
tramos 


Y= Lw— оронч (2) +0 (ht) =0 (19), 


es decir, L, tiene el segundo orden de aproximación. 

Habitualmente se requiere la estimación del error de 
aproximación sobre una red, es decir, en cierta norma reticu- 
lar ||. ||. Se dice que L, tiene el m-ésimo orden de aprozima- 
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ción sobre una red, siempre que 
Шш» — (Lo) к = O (4). 


2. Esquema de diferencias. La ecuación diferencial 
Lu = f (z) se resuelve, como regla, con ciertas condiciones 
complementarias: iniciales (problemas de Cauchy), de con- 
torno (problemas de contorno) o bien condiciones iniciales 
y las de contorno a la vez. Dichas condiciones comple 

, pasando a las ecuaciones en diferencias, se deben 


Sea dado un dominio G con la frontera Г y supongamos 
que se busca la solución и = и (z), т € б, de una ecuación 
diferencial lineal 


Lu = f (z), 266, (3) 

соп la siguiente condición complementaria en la frontera: 
и (7) = p (2), zET. (4 

Introduzcamos en el dominio С = G + T una red o, = + 


+ Ya 004 EG, ya ET, Y al problema (3), (4) le pondremos 
en correspondencia un problema de diferencias con el ope- 
rador lineal Z} del tipo (1): 


Layn = Pa (2) zE ул (2) = уһ (0), 2Evn (5) 


Las funciones ya (z), фа (2), va (2) dependen del раво h 
de la red. Al variar h, obtenemos las sucesiones (уһ), (Фп). 
Фуа}; Do este modo, е examina, no uno de los problemas 

iferencias, sino una familia de problemas que depende 
del parámetro h. Esta familia de problemas lleva el nombre 
de esquema de diferencias. 

EJEMPLO і. Problema de Cauchy: 


Lu=+M=/(t), 1>0, u(0)=u 
El esquema de diferencias de Euler tiene por expresión: 
Loy a 0а + %у„ = fns 
Yn=Y (fa) t=ntE04 n=0, 1, 
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ЕлРМР10 2. Primer problema de contorno: 
Lu=w=-—f() 0<z<i, и(0) 
u(=H ®© 

Hagamos uso del operador de diferencias tripuntual (2): 
Layi = Ушу = (Viti — 21 + уи. dh? y obtendremos un 
problema de contorno en diferencias sobre la red ш, = 
= (zı = iħ, 0416 М, zy =1): 

Li = Vieu = — fo ї=1,2,. N —1, 
Уо = №. Им = Ha (6) 

3. Estabilidad. Nos resulta más conveniente pasar а la 
notación del esquema de diferencias (5) en la forma operacio- 
nal. Con este fin escribamos al principio la ecuación (5) en 
la forma matricial 


AY,= O», 


donde Y, es el vector buscado de V-ésima dimensión finita, 
la que es igual al número de nodos de la red, en los cuales no 
son conocidos los valores de la función reticular y, (para el 
primer problema de contorno (6') la dimensión Y , es igual 
а №-1, es decir, al número de nodos interiores de la red). 
Los valores de y, (тү) en los nodos z; € œn son componentes 
del vector Y ,, mientras que һ (тү) representan los compo- 
nentes del vector Ф, y A es la matriz cuadrada de di- 
mensión N х N. 

Introduzcamos un espacio N-dimensional H de funcio- 
пез reticulares y sea A, un operador lineal correspondiente 
a la matriz A: Аъ: Ha—> Ha. En lugar de (7) podemos escri- 
bir 

Аку» = Qro qn EH» (8) 
Sean Il=lla,y 11-10) ciertas normas en el espacio Ha. 

Diremos que el esquema de diferencias (8) es estable, si 
existe una constante М > 0 (y dicha constante no depende 
de А ni del modo de elegir pa) tal que para la solución уһ 
de la ecuación (8) tiene lugar la estimación 


Пим 1 Пао (9) 


con todo h suficientemente pequeño: | А 1< hy. 
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El esquema de diferencias (8) se denomina correcto (co- 
rrectamente planteado), si la solución de la ecuación (8) 
existe y es única, cualesquiera que sean Jos de entrada 
de pa E Ha, y si el esquema de diferencias es estable, es 
decir, queda cumplida la desigualdad (9). 

La estabilidad del esquema significa una dependencia 
continua de la solución уһ de los datos de entrada, con la 
particularidad de que dicha dependencia continua es unifor- 


me respecto de h. Si J» es una solución de la ecuación А n= 


= Фл, entonces An (Ya — Ya) = Ф — qa en virtud de 
la linealidad de Ay; en este caso, de (9) proviene 


їй —Ya lla» Ф Ф ару. (10) 


A la variación pequeña de los datos de entrada le correspon- 
de la variación pequeña de la solución. 

Si el esquema (8) es resolublo, existe un operador in- 
verso А; y 


Iya lla 0) ARI ФА гө, (11) 


donde |) 451 = 143" И-и) ев. Ја norma del operador Аў" 
La estabilidad es un testimonio de que el ¡operador in- 
verso está acotado uniformemente respecto de В 


ПА. (12) 


El esquema es inestable si no existe tal constante М 
(по dependiente de k) que supere llas 11, es decir, AR 
crece indefinidamente cuando |h |+ 0. 

Puede suceder que en lugar de la condición de contorno de 
la: primera especie и = р рага = Є Г viene prefijada la 
condición 


һе), sen (13) 
donde І өз cierto operador diferencial, lineal, por ejemplo, 
lu = w — си, o >Q, o bien lu = и para z = 0 6 para 
г = 1. Entonces, en vez del problema (3), (4) tenemos el 
siguiente 


Lu =f (0). zEG; lu=p(2), zET. (4) 
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El esquema de diferencias correspondiente tendrá 


Lan = Ph рага 2 E 0 уһ = Ha рага zEvm (15) 
donde 1, es un operador de diferencias lineal que aproxima 
el operador 1. Puede ocurrir, además, que pa Y pa han de 
ser estimadas en las normas diferentes Ilpalka,» lala: 


El esquema (15) es estable si para su solución уһ queda 

válida la estimación 
Пло, < М, lpna lay) + Ma Ien Пар» (16) 

donde M, > 0, М, > 0 son unas constantes que no depen- 
den ni йел ni del modo de elegir los datos de entrado pa ур. 

Se ha de notar que el esquema de diferencias (15) también 
puede ser escrito en la forma operacional А һуһ = Фһ, Sin 
embargo, en este гаво, [I-Ils,) еп (9) y (16) pueden diferir, 
al igual que los propios miembros segundos (lo que ya está 
claro para el primer problema de contorno). 

4. Ejemplo de un esquema estable. A título de ejemplo 
de un esquema estable analicemos el siguiente problema de 
contorno en diferencias 


ира = Нн=—-ф. ist, 2, М1, 


Yo=0, ун =0, hN=1. (17) 


Siguiendo las indicaciones del $ 4, cap. I, definamos el ope- 
rador А. Sea Н» un espacio de funciones reticulares defi- 
nidas en los nodos interiores (i = 1, 2,..., № — 1) de la 
red. Tomemos y Є H (el índice h de ya (z) queda por ahora 
omitido) y una función ў, = уу = 0. Entonces, el opera- 
dor Аһ se determina con ayuda de la identidad 


(Mi= А A NA, 
y en lugar de (17) se obtiene una ecuación operacional 
Аю», = Ph (18) 
En el espacio Hp introducimos el producto escalar 


N-41 


(и, 0) = 2 ушш. 
El 
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El operador A, en H, es autoconjugado y definido 
positivo у 


SES A/< АЕ, o bien ô || y |'< (Any, y) < A lly IP 
рага todo y € Hp, (19) 


donde б y А son los valores propios mínimo y máximo, res- 
pectivamente, del operador A: 


=pro, АА = сов АА, (20) 


El operador inverso Az! es autoconjugado si А, = Аў. En 
el $ 4, cap 1, se ha mostrado que las desigualdades (19) son 
equivalentes a las desigualdades operacionales 


1 a Р 
FESARS EE, MARI E- en 


De aquí se deducen la acotación uniforme de la norma del 
operador inverso Az! : 45, [|< 1/8 < 1/8 y la estimación 
apriorística 


Пи lor IS 9a llo (22) 


que es indicio de estabilidad del esquema (18). Esta estima- 
ción puede obtenerse por el método de desigualdades energéti- 
cas, sin recurrir a la estimación de los valores propios 
An (45). En efecto, multipliquemos la ecuación А pyn = Pa 
escalarmente por уһ: (А һуһ, Ул) = Pri у) Y aprovechemos 
las desigualdades (фт, уһ) Ilon иһ, Iya IPS 


< Им уһ); entonces obtendremos la desigualdad 


A Ilya IPS || pa || Ilya Il, de donde se deduce precisamente 
la estimación (22). 


El Soms (17) es estable también en la norma || y llo: 

llyn le$ 11 Пе, Пус = Ус, = máx ly]. (23) 
0<i<N 

Esto proviene de la estimación de la solución del problema 


de controrno en diferencia tripuntual, obtenido en el p. 3 
del $ 5, cap. 1. En el caso dado la estimación tiene por 
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expresión 
MER a N ; 
Піс D h Y мес Ў 2,8 5-1 Фа lle 
= iat par] 
puesto que 
м м 
Y злет o a, sE. 
a a 


5. Ejemplo de un esquema no correcto. Sea dado un es- 
quema 


AÁnyn = On 


y ПАА ||— оо cuando | |+ 0. Veamos un problema in- 
verso: determinar el segundo miembro pa por la solución 
conocida уь: 


Врк= уһ Вһ = Ар. 
El problema по es correctamente planteado, puesto que 
ИВ“ Il = (47) || = 11 А» Il > оо cuando |h |— 0. 


Esto significa que para cualquier constante M que no depen- 
de de h puede indicarse tal hẹ que || В! [> М cuando 


ТА |< | hal. Sea ф la solución de la ecuación Вмр„ = Ym 
y sea q» la solución de la ecuación Bapa = Ya, entonces 


WPa = Pa <В 111 9h — yn 1. 
Si, en cambio, 
Il B3 | < М || para [A [> ho, 
de modo que se verifica la desigualdad 


Па — pa IS M In — Ya ll 


diremos que el esquema es casi estable. ¿Se podrá aplicar este 
esquema para determinar фһ con la exactitud requerida e, 
si y viene prefijada con cierta exactitud ey: 


їй — Ya 1 e? 
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De la desigualdad || Ф, — qa |1< |I Вя | IT, — ya || ве 
desprende que la solución del problema Bapa = уһ se de- 
termina con la exactitud || Bx' | е. Supongamos que se pide 
hallar p, con la exactitud е > 0, de suerte que || Pr — 
— qa 11< e; esto es posible bajo la condición 


Il BR |е e. 


De aquí determinamos el paso admisible h> ћ,, es decir, hy. 
Expliquemos esto con el problema concreto (17). Para 
dicho problema tenemos 


4 nh 4 
В| = Ал] = А =p cor, 


y la condición || В; || e, = Ae,< е queda cumplida зі 
деа e, o bien 


h>h=2V ee. 


De aquí se ve que la precisión con la que se dan los datos 
de entrada e, ha de ser más alta que Ја exactitud e con la 
que se determina la solución. 

Por ejemplo, sean prefijados el error del segundo miem- 
bro ey = 10- y la exactitud requerida е = 10%, Entonces, 
ho = 2-10-3 = 1/50, es decir, la exactitud e = 10-* puedo 
obtenerse sólo sobre una red de paso h> 1/50. Si en cambio, 


por ejemplo, е, = 1 :10, e = 10-4, entonces họ = 1 y la 


exactitud e = 10-* no se conseguirá en ninguna red para 
tal precisión de prefijar los datos de entrada. 

6. Aproximación y convergenica. Al resolver el proble- 
ma (14) por el método de diferencias se debe saber con qué 
exactitud la resolución del problema de diferencias aproxima 
la solución del problema inicial. Con el fin de estimar el 
error obtenidó al sustituir (14) por el esquema de difrenc: 
as (15), es necesario comparar las soluciones de estos proble- 
mas. La comparación se realizará en el espacio H, de fun- 
ciones reticulares. Denotemos con иһ (т) los valores de las 
funciones и (т) (soluciones exactas del problema (14)) sobre 
la red оқ: и, € Ha. Veamos un error 


= Yn — Up, 
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donde уһ es la solución del problema (15). Al sustitutir уһ = 
= т, + un en (15) y al tomar u = u (z) por la función pre- 
fijada, obtendremos para z} un problema de diferencias 


Lim =%m TEON 1мк=уһ тЄүһ (24) 


donde pa = pa — Lau» so denomina error de aprozimación 
para la, ecuación Lay = gn en la solución u = и (z) de 

ecuación Lu = f (2) (residuo para el esquema de diferencias 
en la solución); уһ = in — Latin recibe el nombre de error de 
aproximación para la condición de contorno de diferencias 
lyn = Въ en la solución del problema (14). 

Diremos que: 

el esquema de diferencias (15) converge, si 

112 Ma» > 0 para | A 1-0; 


el esquema de diferencias (15) tiene exactitud de m-ésimo 
orden o converge con la velocidad O (|h |" ), зі 


lza lap = ул — Un ap M1 


Iža lap = O (1% 15, т> 0, 


donde М > 0 es una constante no dependiente de Л. 
El esquema de diferencias (15) tieno ol m-ésimo orden de 

aprozimación en la solución, si 
1А lc = О (12 17), 11 valla) = 0 (12 17), m>0. 
(25) 


La estimación de los residuos фл y va se realiza bajo el 
supuesto de que la solución del problema inicial existe 
y tieno tantas derivadas cuanto es necesario al obtener el 


m-ésimo ordon de aproximación. 
Demos a conocer dos ejemplos de estimar эр. 
emnpLos. 4. Hay un problema 


Lwy = у= 00), z=ih 1<Ii<N—A4, 
Yo = Ум (26) 
Іш = — ш = 10), 0<zx<t, а (0) = и (1) = 0. 
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En este caso las condiciones de contorno se satisfacen con 
toda la exactutud, уһ = 0 (el índice В de ọ (z), u (z) por 
ahora queda omitido) y 


dal й + тиу 40 (19) = 


=(9+u) +45 шу 0 (4) = f+ O (19), 


puesto que u” = — f(z). Do aq uí se ve que Ihpallc = O (43), 
si ponemos ф = f, о bien ẹọ = f + О 08). 

En el р. 1 fue estimado el error y = Zawa — (Lu), para 
una función arbitraria. En la estimación del error z} = 
= yn — ик ве une el residuo p, que caracteriza el error de 
aproximación del operador Lu — f mediante el оре 
Lun — a en la solución u = u (z) del problema inicial. 
Al tomar en consideración que f — Lu = 0, representemos 
Pa = Pa — Laun en la forma 
Ya = (фк — Laua) — (f — Lu) = 

= (фа — fna) — (Laun — (Lu)a) = Ф + ФА", 
donde py? = — (Laun — (Шш) ), Yi? = Pa — fni DA? es el 
error de aproximación de L porel operador Laen la solución 
и =u (z) del problema (6), p es е1өггог de aproximación del 
segundo miembro de la ecuación. La exigencia || фл їз = 
= 0 (|h |") se cumplo, evidentemente, si 119%” lan = 
=0 (1h 1"), YR lla = O (А 1”). No obstante, estas 
condiciones no son necesarias para la estimación de 
1 чн lla = О (1A |”), lo que atestigua el siguiente ejem- 


°з. Primer problema de contorno (6). Calculemos 
Фи — u" = рш + O (ht) = O (18). 


Sea р = / +77 М], es decir, ф—] =O (h3). De aquí se ve 


que pi" = O (h?) y pi? = О (h°), sin embargo, el esquema 
tiene el cuarto orden de дешен, puesto que 


P= 9 Аа О (4) = 
= биш) 40 (h) = 15 (шч) 40 (hi), 
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pa = O (ht), dado que шу + f" (z) = 0 en virtud de la 
ecuación u” +f (z) = 0. 

7. Relación de la estabilidad y aproximación con la con- 
vergencia. Examinemos un esquema de diferencia lineal 
(45). Si el esquema es estable y aproxima el problema 
inicial, será convergente (se dice corrientemente: «de la 
estabilidad y aproximación proviene la convergencia del 
esquema»). En efecto, para el error z} = Ya — иһ Obtene- 
mos, en virtud de la linealidad de La y la, el problema (24) 
que es análogo al problema (15) para уһ. Por eso, зі el esque- 
ma (15) es estable, es decir, si es justa la estimación (16), 
entonces para т, será válida la estimación 


Ilža Пау Ma ча Пе, + Ma ll Ya їз. (21) 
Ре aquí se deduce que 
Iza lla = Пик — Ln lap = 0 (№ 1"). 


siempre que 
Iba По = 0 (1% 1"), Mva Ia = O (I). 


De este modo, el estudio de la convergencia y del orden 
de exactitud de los esquemas de diferencias se reduce al es- 
tudio del error de aproximación y de la estabilidad, es decir, 
a la obtención de las estimaciones apriorísticas (16). 

msembLo. Para el esquema de diferencias (17) (у, = 

1,2,..., N — 1,Yo = 0, yy = 0) se ha obte- 
nido anteriormente la estimación (23). El error de aproxi- 
mación es evidentemente, [|р Пс, = О (4%) para фи = fi, 


Moa По, = O (4) para qu = fi + ту]; Por cuanto з: = 


= фы рага i=i, 2, ..., N—i, 2 = 0, 2м = 0, 
entonces рага z será también válida la estimación || 1с 


< Ily llc, de donde se desprende | y, — и ll с = 0 (47), 


= Qui 


М 
donde т = 2 рага ф = ў, т = 4 para ф= f 5/5, 

Соп ello se da por terminado el estudio del esquema (26) 
(el estudio del esquema (26) зе ha ilustrado, de hecho, con los 
tres últimos ejemplos). Todo lo expuesto más arriba sirve de 
ejemplo típico de cómo se realiza el estudio de los esquemas 
de diferencias. 
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$ 2. Esquemas de diferencias homogéneos 
tripuntuales 


1. Problema de partida. Consideremos el primer problema 
de contorno para una ecuación diferencial ordinaria de ѕе- 
gundo orden: 


Lu == (ke) 2) а (2)u=—1(2), 0<z<1, 


k(23>9>0, g(2)>0, и(0)= ру, u(1) =p 


Una ecuación de este tipo describe la distribución estaciona- 
ria de temperatura, es decir, una distribución que no varía 
en tiempo (ecuación estacionaria de conductibilidad térmi- 
ca), o bien la distribución de concentración (ecuación de 
difusión). Si и = и (z) es la temperatura, entonces W (z) = 


=—k mE es un flujo térmico (k (z) es el coeficiente 


de conductibilidad térmica). 

El problema (1) tiene una solución única, si k (z), g (т), 
f (2) son funciones continuas a trozos. Si k (т) tiene una dis- 
continuidad de primera especie en el punto т = E, de modo 
que [k] = k (E + 0) — k (E — 0) 5 0, en dicho punto deben 
ser continuos tanto la temperatura u como el flujo térmi- 
со (кш): 

lu] = 0, 150] =0 раа == &. 


Son posibles también otras condiciones de contorno рага 
ж = 0,х = 1: Ки = суш — p рага т = 0, —ku' = ози — 
ha para т = 1. Si о, 2 0, entonces la citada condición 
es de tercera especie; cuando о, = 0, tenemos la condición 
de segunda especie (ku = — p, para z = 0). Son posibles 
combinaciones de diferentes condiciones рага z = 0 y z = 1. 

2. Esquemas de diferencias tripuntuales. Introduzcamos 
en el segmento O< z< 1 una red uniforme о, = {т = 
N) de paso h = 1/N y elijamos un 
Zi, 2,41), en el cual escribiremos el 


(1) 


expresión 


digita — суи + аш = — Pa (2 
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donde а, bi, сү son los coeficientes dependientes de К (z), 
4 (ж) y h. Estos coeficientes son, por ahora, desconocidos. 
Escribamos (2) de otra forma: 

i la — 0-1 

A а) у Ф (9) 

а= (аа Ыт. 

Diremos que un esquema de diferencias es homogéneo, si sus 
coeficientes en todos los nodos de la red para cualesquiera 
coeficientes de la ecuación diferencial se calculan según unas 
mismas fórmulas. Así, por ejemplo, si introducimos las fun- 
cionales A [ (s)), B 1 (8)), DIE (5), F (7 (5)), definidas 
para cualesquiera funciones continuas a trozos sobre el 
segmento —1<s< 1, y calculamos los coeficientes del 
esquema (3) por las fórmulas 


a, = A Ik (z, + sh)l, bi = B Ik (2, + sh)), 
dı = О (z, + sh)l, ф = F If (ж + ls) = k (a+ 
+ sh), 


entonces tal esquema será homogéneo. He aquí las funcio- 
nales más simples 


AÑ (s) =%(—0,5), а= из = k (z1—0,5h), 
р( (8) =), фа (2), eto. 


Si un esquema es homogéneo, resulta más cómodo servirse 
del sistema de designaciones sin índices: 


Ay = (by, ay)—dy=—9, TEO 
y (0) =, у() =. (4) 
donde 
а=а(), b=b() y=v() z=iħh€ om 
Ya = (y (2 +h) — y (2), yz = (y (2) — у(х — Myh. 


Рага que el problema, (4) sea resoluble, es suficiente que sea 
a>0,b>0,d>0, y en este caso la solución puede ser de- 
terminada por el método de factorización (véase el cap. T, 
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3. Condiciones de aproximación. Calculemos el error de 
aproximación del esquema (4): 


з= (+9) (Lo +1) = (Ао Lo) 0 

= [$ vw) koy] 60066-0, 
donde v (х) es una función arbitraria suficientemente suave; 
k, q, f cuentan con un número de derivadas necesarias en el 


transcurso de la exposición. Hegamos uso de la fórmula de 
Taylor: 


(к) = (z) + ho (2) Ehv" (2) + Lor (2) +00) 


y hallemos 
o + or е О (18), 


о уе О (В). 


уатоз estas expresiones para о, у vz en la fórmula 


p=( bak) 04 (LE — ke) or + 
09) (аф) (рф f) +O (1). 
6 


De aquí se ve que el esquema tiene el segundo orden de 
aproximación si quedan cumplidas las condiciones 
Lx но (а), PHE =k (2) +O (h), 
d=q(2) +008), 9=1(2)+0(2). (5) 
En este caso y = О (4%). 
El esquema (4) con los coeficientes 
Ы = фиа, =kiu di ф=/, 


kit kipya on 
ii 


b, ¿US ki dgu Фф, 
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satisface las condiciones (5) del segundo orden de aproxima- 
ción, mientras que el esquema con los coeficientes 


kitki: 
ъ= а= Мба 
no satisface пі siquiera la condición del primer orden de 
aproximación, puesto que 


+ (2) -H=0(1). 
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1. Esquemas conservativos homogéneos. En el § 4, cap. 1 
fue establecido que la condición necesaria y suficiente para 
que un operador de diferencias Ay sea autoconjugado (la 
matriz sea simétrica) consiste en que b; = а +1. En este 
caso el problema (2) del $ 2 adquiere la forma 


]-4и= 91 
Мо. Уу = ра. (1) 


La ecuación 


а е 


-a Иа һу әр (2) 


ез un análogo reticular de la ecuación de balance del calor 
sobre el intervalo (туу, 241.2): 
+12 +02 
шанаа Wip — gudz= — | 100) ах, w=ku', 
21-402 1-12 
(que se obtiene integrando la ecuación (1) del $ 2 а lo largo 


del segmento =, 2 Zi+1.2 y lleva el nombre de es- 
quema conservati і 


vación. 

El requisito б, = а, para un esquema homogéneo signifi- 
са que Bik (z + shi = A Ik (z + (s +1)/h), o bien, 
B Ük (s)| = A Ik (s + 1)1 para cualesquiera funciones con- 
tinuas a trozos К (s) en el segmento [—1, 1]. Esto es posi- 
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blesólo cuando la funcional А [% (s)] no depende de los valo- 
res de Ё (з) para O< s< 1, y В [E (s)] no depende de los 
valores de k (з) рага —1< s< 0, de modo que a (z) = 
= Alk(z + sh)] para —1<s< 0. El coeficiente а (х) del 
esquema conservativo depende sólo de los valores de k (z) 
en el segmento [т — h, т]. Las condiciones del segundo 
orden de aproximación (5) del $ 2 toman, para el esquema 
conservativo (2), la forma siguiente 


LE к (2) 4 0 (h3). 


3) 
SEEREEE L k (2) +0 (h), ч 
4@)=а(@+00%, gO (A 
De aquí, en particular, proviene que 
a (z) =k (3) "UA" (8) -+O (h?) =k (2—1) + 008). 
Escribamos el esquema conservativo (2) utilizando las de- 
signaciones sin índices: 
(02d (2) у= е (2), 


z=ih€ow» (0) =p, 0(1) = ра. (5) 
Exigiremos que se cumplan también las condiciones 
a>06>0, d>0. (6) 


En la práctica se deben emplear las fórmulas sencillas 
рага a, d y q, por ejemplo, а, = Кл, di = qi, ф = fi- 
Si la discontinuidad de la función Ё (т) se halla dentro 
del nodo z = z; de la red, calculemos los coeficientes del 


esquema homogéneo: 
а= а-а о bien а; =", (k (21. +0) +%(2,—0)), 
(0 (20) +9 (2140), фі 15 (7 (21—0)+ 

+t (zı +0). 

En este caso las condiciones (3) se cumplen en todo punto, 

mientras que las condiciones (4) se sustituyen por las condi- 

ciones 

dy — Ma (Q1-o + 9110) = О (№), Фи 12 (fi-a + fiso) = О (№). 


$ 2. Esquemas de diferencias tripuntuales in 


Demos a conocer los ejemplos de un esquema cuyos coefi- 
cientes se calculan por integración en los intervalos de la 


z ° 
1 CA de м 

а= (+ ¡ES = (rem) з 
Fa Ж 
y sa 

==- | пә | f (z, + sh) ds, 
1402 -1/2 
ра ya 

а= | 20) а= | аба) аг. 
1/2 -1/2 


Es evidente, pues, que las condiciones (3), (4) se cumplen. 

2. Error de aproximación. Veamos un esquema conserv: 
tivo de segundo orden de Ја aproximación. Sea ш = u(z) 
solución exacta del problema 


Lu = (ш) ~q (z) u = — f (3) 0<x<t, 
u(0)=, u(i)= pn (6) 
y sea у, = y (ту) la solución del problema de contorno en di- 


ferencias (5). Analicemos el error del esquema, es decir, 
una función reticular 


z (z) = y (z) — u (z), zE 


u (z) en la ecuación (5) y al 
ción dada, obtendremos para el 


Al sustituir y (z) = z (2) 
suponer que и (z) es la 
error 2 (х) un problema 


Az = (аэ), ~ dz = — 9 (2), z€ o» 
2(0)=0, 2()=0, a>0c>0, d>0 (6) 


donde y (z) = Au + q (2) = (аид), — du + ез el resi- 
duo del esquema (5) en la solución и = и (2) del problema 
diferencial de partida. 
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Teniendo presente que Lu + f = 0, escribamos 

y = (Au + q) — (Lu + f) = (Au — Lu) +(Ф—/)= 
= Қаш). — (ku'y l — (d — 4) и + (Ф —/. 
Por hipótesis, el esquema (5) satisface las condiciones del 


segundo orden de la aproximación. Esto significa que p = 
= О (№), si k € C®, q, f ЄС, иЄ CH, y, por lo tanto, 


Пр llo = О 08). 


Con estas suposiciones el esquema tiene el segundo orden 
de exactitud. 

No obstante, el mismo orden de exactitud tiene lugar 
también para las exigencias más débiles respecto a la sua- 
vidad: 

ко), g(a), 70) EC™, шєсө®. (7) 


Lema. Si se cumplen las condiciones (7), queda lícita la 
fórmula 


(кш) — (кш 
A a О), e 


donde и = и (т) es la solución de la ecuación (6). 
Demostracion. Hagamos uso de la fórmula de Taylor: 


, A ag ДО 
vasast -i ES 
0<0<t, L (ого) = vi + O (h). 
Sustituyendo aquí v = Ки” y teniendo en cuenta que (Ки')”= 
= (qu — })', (ku'y” (qu — f)", obtenemos la fórmula (8). 


En virtud del lema, el error de aproximación y puede 
ser representado en la forma 


Фит, ти = (аи) (kuis 91 O (h?) 


bajo las condiciones (7). 
Ahora, teniendo presente que 


а= аљ +0 (h?) рата k(2]ECO, 
= (и) иа +O (h3) para UECO, 
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obtenemos ти=0 (А2). Efectivamente, ш = ща + 
+ thahaka А аа + О (hò). 
шашса ша a +O (H), 
uz, ¡=Ui-ia +0 (8), 
аша, = басла + 0 (W) баа +0 (= (ku Vi- 1720 (h), 
m=0 (h). 

Más abajo se obtendrá la estimación apriorística || = lle 
directamente en términos de n y ф*. 

3. lones apriorísticas. Pasemos a la estimación 
del error z en términos de р. Recordemos, ante todo, la es- 


timación obtenida en el $ 5 del cap. І con ayuda del método 
de factorización: 


a 
Пепо 2 22 һм, 
а ia 


de donde se infiere 
4 
121. lbe- 
Mostremos que para la solución del problema 


(а25). — dz = — р, 1E0p z(0) = z (1) = 0, 
а> а> 0, 4>0 


es válida la estimación 


lizlle< t, 10, (9) 


x 
donde se designa (y, v] =$) ywih. 


Representemos z en forma de una suma 
donde w y v son las soluciones de los problemas 


(aw) =—Hx zEon w(0)=w(1)=0; 
Av = (a). — dv = — dw, EW v(0)=v(1) 


=ш+ь, 
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La función w so hallará en la forma explícita, para estimar v 
se hará uso del principio del máximo. De la ecuación 


(am + р) = 0, (аш), = рыза = (аш), + р, 


se deduce que ашу + р = const = cy. Realicemos las trans- 
formaciones evidentes: 


i : 
mewa t ETBA A 


эч л 


а 


Al introducir Ја designación 
ШЕ 
a |) 2, оса, 


а а 
encontramos 
н hy hy 
Br 29 
m=0 Y 22 y da 


De aquí proviene 


. x 
(ay Y a Y л |< 
= “ө 


: А А 
<0-а) ча жег артан п аа y 


Ahora nos queda tomar en consideración que a, > c, > 0 
y obtenemos + 


x 
lole 2 Ма 2-01, l. чо) 
— 
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Con el fin de estimar v hagamos uso del teorema 4 del $ 5 
del cap. 1: 
ША 10 11 с. (11) 
Al reunir las desigualdades (10 y (11), tenemos 
ШЫ ЫП шоо 212-04, lell, 


es decir, queda demostrada la estimación (9). 
Volvamos ahora al problema (6'), donde y = 1. + Ф". 
Representemos en la forma 


er 
ф= р, donde p= "+2, hpk, (12) 


y hagamos uso de la estimación (9). Entonces, para la solu- 
ción del problema (6') obtendremos las siguientes estimacio- 
nes apriorísticas: 


пао. m+ SaS mi|} 
Жез. Ж. (з) 

їзїе<-{-(@, m+, ее). 
Queda probar que tiene lugar la fórmula (12). En efecto, 
al designar e 3 hiph, vemos que Prr: — Pi = hipt, es decir, 


Pi= рал Y Ф 7-е Hz, dondo ш = ти + ри. 

4. Convergencia y exactitud del esquema de diferencias. 
Pasemos a estimar la exactitud de un esquema de diferencias. 
Suponiendo que 

kz), glz) /(@ЄС®, u()ECo, 


obtenemos n (z) = O (92), p* = O (h°). Ahora resta por uti- 
lizar la estimación apriorística (13), la que podría ser sus- 
tituida por una estimación más aproximada 


2 
11е Cin llo + 119 lle). 
De aquí se desprende que el esquema (5) converge unifor- 


memente con el segundo orden, es decir, || z llo = I| y — 
и llo< MI, si зе cumplen las condiciones (7). 
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Resulta más difícil demostrar la convergencia del esque- 
ma en la clase de coeficientes discontinuos k (х), q (х), 
f (z). Para simplificar, analicemos un caso en que К (т) tie- 
ne la discontinuidad de primera especie en un punto, mien- 
tras que g (z) у f (z) son continuas y pertenecen ambas a la 
clase CO), 

Denotemos con 0% [a, Б] un conjunto de funciones con- 
tinuas a trozos que están definidas en el segmento la, b) 
y tienen en [а, b] К derivadas continuas a trozos. 

Así pues, sea k (z) Є 0®, g (z), f (z) E C® y k (z) tiene 
discontinuidad de primera especie en el punto Ẹ del segmen- 
to [2,, 2,41], de modo que Ё = z, + Oh, 0< 0< 1. Para 
2 = $ se cumplen las condiciones de conjugación 


ш- = ug, (ku')- = (ш) = woy 
donde 
ve =v +0), v- = v (8 — 0). 
Entonces n, = O (h?) para i + n + 1,91 = О (h?) para todo 


о 
t=1, 2.. N— 1, та = ааш — (kungiz SUS- 
tituyendo aquí 
илз = u (E) + (1 — 0) hu, + О (h°), 
ün = и (E) — Ohu! + O (1%), 
их, n = (Unt — tm) /h= би? + (1—0) и; +0 (h) = 
(kun) (кш), = 
=0 Fa +0 (h)= 


(ов) +00 


ш + О (h) para 9>*,, 
ш, + О (h) para Ө < Ч, 


(ш) уа = (ш). + O (h) 
и „из = (du) + О (h) 
obtenemos в 
ткн= [ann (EHRE) 4] о), 


es decir, п, +, = О (1) para cualquier esquema y sólo para 
un esquema con coeficiente 


2-6 T 
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tenemos т„+, = О (В). En efecto, 


аы 


a tha Yoa 0i 
= ан] ик» ТОО 


es decir, 2,41 (E+E =1-+0 (h), y, por consiguiente, 


Пани = О (h). En el segundo miembro de la desigualdad (13) 
figura la magnitud 


x 
D hlnl +h- 
г 


(1, n= 
tt, fr 


Con esto queda demostrado el teorema siguiente. 

Teorema. En la clase de coeficientes discontinuos k (z) € 
€, д (2), f(z) С С®) cualquier esquema de diferencias 
homogéneo (5) de segundo orden de la aprozimación tiene el 
primer orden de exactitud, mientras que el esquema con coefi- 


ciente a, = a, tiene el segundo orden de exactitud. 


$ 4. Esquemas homogéneos sobre las redes 
no uniformes 
1.Esquema conservativo en una red no uniforme. Elija- 


mos en el segmento 0 < г < 1 una red arbitraria no uni- 
forme 


Фра {zn 1=0, 4, -s Ny 220, гу =1). 


Para obtener un esquema conservativo tripuntual en la red 
no uniforme, escribamos una ecuación de balance en el 
segmento [жуз Zi + ialt 
+12 чыла 
wun- wiin | quér=— | /(@)4 w=ku" 
ч-12 


Dicha ecuación se anota igual tanto para una red uniforme 
como para una no uniforme. Nos queda aproximar las inte- 
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grales y derivadas que intervienen en la ecuación de balance: 


шаг = (шла TE, honz 


чыт жыт 
| оа -әт. | gudr ~ dut, 
ziaz 12 


ħi =y +) 
2 


donde d; y q, son unas funciones reticulares. Como resultado, 
se obtiene un esquema de diferencias 
1 а и. 
э [ана ma Y м] di = Ф 
i=1, 2... М—1, „=, у=. (1) 


Para determinar d; y q, usaremos las fórmulas más sencillas 
Pı = fo di = qu i= 1, 2,.... М — 1. El coeficiente ay, 
se determina por los valores k(z) en el intervalo (тү, т), 
a consecuencia de lo cual puede tomarse igual al que figura 
sobre la red uniforme, de modo que a; = К.а + O(hì) 
рага k (2) ЄС. 

2. Error de aproximación. Introduzcamos las designacio- 
nes 


76 ЕП Е 
а-а у (= а, |, m B 


Ya h ит 


y escribamos el esquema de diferencias en la forma 

(ay); — dy = —ф, z = zi Em Yo = ly Un = ну () 

Al suponer 2 = у — и, obtendremos рага z la ecuación 
(ar); —@=—ф, 260. = 1 = 0, (2) 


donde 
Y= Au + g = (шд; — du +9 6) 


өз el residuo para el esquema (1) en la solución и = и (2). 
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LEMA t. Si qu ECO, } Є С (*), entonces para el error de 
aprozimación xp es válida la fórmula 


Фет tp 4) 


donde т; = (е — (ш) — № (gu — РОВ, Ф? =0 (h?) 


para ф = fi, di 
Hagamos uso de la indentidad del p. 1, escribiéndola en la 


la forma 


чыл 
0=w, (г | (иа, шә, = (Еш) 
«sn 
Sustrayemos esta identidad de la igualdad (3): 
чып 


раша), (ku л (dup; | (du—paz. 


ya 
5) 


La integral que figura еп el segundo miembro зе герге- 
sentará en forma de una suma de dos integrales: de ту, 
a т y de z; a Zi +; al desarrollar después la función subin- 


tegral Ý = gu — f en el entorno del nodo z = тү, hallaremos 


yA 1 Bi РИ Е 
ж | оа 0} Dte аео 
1-12 1-12 
Ыта 


+ | неа) а+о,)) = 


my 
= зс АСКО (М), 


puesto que A+A}: << (2A). La sustitución А17 = 
=й + O (а) nos da 

4 ыл ж. ЕЗ 

ът Га) аа = + (hf); +0(M). 


жап 
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Sustituyendo esta expresión con] = qu — / en (5), llegamos 
a la fórmula (4). 

Para estimar т, según el orden veamos la diferencia 
(auz); — (ш), зљъ a condición de que kE COW, и Є CO), 
Empleando la suposición а, = k,_,/ + О (М) y las fórmu- 

и 


las шщ -1/3 + priya H + hiui ys +O (h), ша = 
= ш 1/2 + Мшуу/8 H), uzu = (u — 
ш)/щ = шал + O (М), аа 
(аи). — (Ки) ала = 
= (kias + O (А) (шаа + O (№) — (ки) ла = О (М). 
De este modo, es válida la estimación 

ni = O (№) para (k (z), q (2), f (2) € C®, и (z) € CO, 


OBSERVACION. Se suponía que @ y q, se determinan según 
las fórmulas más sencillas: d; = qı, ф = fı. Si, en cambio, 
se emplean las fórmulas más complejas, por ejemplo 


+12 
lia diga 1 
=т= инана, „шй | ша, 
"1/2 
entonces la función reticular $? = О (A) — (dı — qu) ш + 
+ (pı — fı) puedo ser representada en la forma pi = 
= pau + pi”, donde pi” = О (А), р, = O (А) ути, on la 
fórmula (4) so =» por la suma тү + р: 
= (pi de фе", (4) 
p=0 (hì) 1-0, vi" =0 (Ai) 
рага k, q, ЄС, uge”. 
3, Estimación de la velocidad de convergencia. Para el 
problema (2)-(4) os válida la siguionto estimación apriorística 


Пао 2-(8, Та, 19 1D), (6) 


х 
donde (y, v)]= AOS Si se cumplen las condiciones 


(1) del $ 3, entonces m =0 (hi), 91 =0 (M). 
Al sustituir ту y ẹ? en (6), nos convencemos de que es 
verídico el siguiente teorema. 
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TEOREMA. En la clase de coeficientes suaves К, q, LE с 
todo esquema de la forma (1) mantiene el segundo orden 
ezactitud en una sucesión arbitraria de las redes по ое 

Al tomar en consideración la observación ple р. 2, pode- 
mos representar pj еп la forma pf = + pf*, donde 
р, = O (№), 91° = O (AI). Entonces, en fugar de (6) queda 

válida la estimación 


їйе< A, Ino 1140 1910; 


el teorema sobre ol segundo orden de exactitud sobre una red 
no uniforme queda en vigor. 

Si ө] coeficiente k (т) tiene discontinuidades de primera 
especie en un número finito de puntos, siempre podemos ele- 


gir tal red no uniforme w, (k) que los puntos de disconti- 
nuidad sean Jos nodos de dicha red. En tal caso cualquier 
esquema tendrá el segundo orden de exactitud. 

Así pues, cualquier esquema homogéneo de segundo or- 
den de aproximación (y = O (h?)) sobre una red no uniforme 
y en la clase de coeficientes suaves tiene el segundo orden de 
exactitud con la elección especial de las redes no uniformes 
оь (k) en la clase de coeficientes discontinuos. 

4. Esquema exacto. Para el problema (1) del $ 2 podemos 
construir un esquema tripuntual exacto cuya solución en los 
nodos de una red arbitraria coincide con la solución exacta 
u = и (х) del problema de contorno para una ecuación di- 
ferencial. Пизітещоз la posibilidad de construir el esquema 
exacto con un caso particular del problema para q (т) жа O: 


(к'у = — j (2), 0<х<1, 4(0)=0, u(1) = 0. (7) 


Al haber integrado la ecuación desde =, hasta z, obtendremos 
una ecuación 


(вш) (ku) + | 15) =0. 


Dividámosla por k (=) y integremos respecto de z desde z; 
hasta zip: 
чн чн 


читаа) } тру +} ез )!®&=0, @® 
si 
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y, luego, de 2-4 а 21: 


ш-ш-ш), | d+ јува (9 
и Л 


Introduzcamos una designación 
P 
1 de 7-4 
а=[э; f тє] 
ži 


Multipliquemos (8) por ał+,/ħı+1» (9) por о}, y sustraya- 
mos del primer resultado el segundo. Obtendremos una 


ecuación 
eta "к=н y а 0, 
o bien 
(u); +00, 
donde 
ej Fla Ра 
a m 
= =з ES ЗЕ j rer 104. 
Ha ы] э 


Si ponemos 2' = 2, +sh, para mL <z, y ш = 
= д + аы para д, z < 2,41, entonces dicha fórmula 
puede reescribirse de la manera siguiente: 


1 F 
al | абар |+ 
16), ¿ 


еа мяа йаа. 


Ме modo, el esquema (10) es exacta sobre una red 
ja no uniforme y para cualesquiera funciones conti- 
nuas a trozos К (z) y ў (2). Por supuesto, el empleo práctico 
de este esquema está obstaculizado por el hecho de que los 
coeficientes de dicho esquema se expresan a través de las in- 
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tegrales de k (т) y f (z), razón por la cual su cálculo requiere 
la aplicación de las fórmulas de integración numérica. 

5. Aumento del orden de exactitud. De lo dicho se hace 
claro que para aumentar la exactitud de la solución aproxi- 
mada se debe o bien disminuir el paso de la red h o bien 
aumentar el orden de exactitud del esquema. No obstante, 
es conveniente construir esquemas con orden йе exactitud 
aumentado sólo para las ecuaciones de coeficientes constan- 
tes, puesto que la anotación de tales esquemas para las 
ecuaciones de coeficientes variables está relacionada con 
grandes dificultades técnicas y conduce, a menudo, a los 
algoritmos engarrosos. Ya hemos aducido un ejemplo del 


esquema O (44) para la ecuación ш” = — f (z). 
Examinemos ahora una ecuación 
u” — qu = — а), 9 = const > 0. 


Escribamos un esquema de diferencias sobre la red uniforme: 
Ау = ур. — dy = — Ф (2) 


y elijamos d y ф de un modo tal que tenga la aproximación 
О (hî). El error de la aproximación es 


у= Аи+@= (Аш—и')—(4—4)и+Ф—/= 
м 


= шҮ—(@—@и+еФ—/+0(%%). 
=g- h-r = Фи 


Al sustituir aquí шу = ди" — 
а — f”, obtendremos 


т=—(4—а—% её) и+е—(/+4к +!) +0 0 


por consiguiente, р = О(/“), si se ропе а=, = 
=/+ у (0/+/°). El orden de exactitud queda intacto, 
si en la fórmula para y sustituimos la derivada /” рог su 
aproximación de diferencias f;,, puesto que h?f" = W%/z, + 
+0 (18). 

El aumento de exactitud del esquema disminuyendo h vie- 


ne limitada también por el requisito de la economía del 
tiempo indispensable para la obtención de la solución con 
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una exactitud prefijada. Por ello, en la práctica se utiliza 
con frecuencia el cálculo según un mismo esquema sobre la 
sucesión de redes, el cual permite elevar la exactitud sin 
jerablemente el tiempo de cálculo (método 
jo el supuesto de que sea la solución lo suficien- 
temente suave. 

Supongamos que para resolver un problema de diferen- 
cias en cualquier red uniforme es válido un desarrollo asin- 
tótico 

у= ш +a (д) Ё БО h), k,>k,>0, (И) 
donde a (21) no depende de h. Se pide hallar una función 
reticular у, para la cual 

Y =u +0 (1) (12) 


sobre cierto conjunto de nodos шу. 

Veamos dos redes (a, Y фу, de pasos h, y hy, respectiva- 
mente, que tienen nodos comunes; designemos con 5, el 
conjunto de nodos comunes. Sean у{' e y?" las soluciones del 
problema de diferencias en las redes ăn, у Wa, respectiva- 
mente. Formemos su combinación lineal y, = сун + 
+ (1 — 0)yl" y sustituyamos aquí el desarrollo (11): 


й = ш + a (21) (ОМ + (1 — 0) № + O (hM). 
Igualando a сего el coeficiente de а (т), hallemos 
с = ВР" — №); (13) 


con la particularidad de que en los nodos z; € 0, se cumple 
el requisito (12). 

De este modo, con el fin de aumentar la exactitud de la 
solución reticular en cierto conjunto de nodos wa, se debe 
resolver el problema dos veces sobre las redes шу, у ор, 
que se intersecan en dicho conjunto, y formar su combinación 
lineal con coeficientes о y (1 — 0), donde а se determina 
de acuerdo con (13). 

En particular, podemos tomar hy = ħ,/2, №, = №; enton- 


ces ш, = On Para el esquema de segundo orden de exac- 
titud tenemos К, = 2, К, = 4, ус = —1/3, 1 — о = 4/3, 
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La posibilidad de obtener el desarrollo 
z = у — ш = а (2)№ + O (М) 


proviene del desarrollo del residuo y, = В (д) A? + О (4), 
el cual constituye el segundo miembro del problema 


= y, t = ty = 0. 

El empleo de las redes no uniformes concede grandes po- 
sibilidades de aumento empírico de la exactitud sin aumen- 
tar el número de nodos, siempre que se tiene un 
preliminar sobre el comportamiento de la solución del pro- 
blema de partida. Así, en la región de variación fuerte de los 
coeficientes y del segundo miembro de la ecuación resulta 
natural espesar la red. Cerca do la frontera de una disconti- 
nuidad de los coeficientes, la red se espesa corrientemente 
según la ley de una progresión geométrica. Para obtener la 
información preliminar, se pueden realizar los primeros 
cálculos en una red aproximada y a continuación, los cáleu- 
los definitivos en una red especial. 


$ 5. Métodos de construcción de los esquemas 
de diferencias 


De lo expuesto más arriba está claro que los esquemas 
de diferencias para una ecuación diferencial concreta han 
de reflejar correctamente, en el espacio de funciones reticula- 
res, las propiedades principales del problema de partida 
(autoconjugación, definición de signo y otras). Para el pro- 
blema de contorno analizado por nosotros anteriormente, el 
requisito principal resultó ser una propiedad de conserva- 
ción que es equivalente a la propiedad de autoconjugación 
del operador de diferencias. El problema de importancia 
consiste en obtener los esquemas de diferencias con una 
calidad prefijada. Para construir tales esquemas se emplean 
actualmente toda una serie de métodos, de los cuales se 
trata en este párrafo. 

1. Método integral de interpolación. Una ecuación dife- 
rencial expresa habitualmente cierta ley física de conserva- 
ción. Dicha ley puede ser escrita en la forma integral para 
un intervalo (célula) de una red (ecuación de balance). La 
ecuación diferencial se obtiene de la ecuación de balance, 
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cuando el paso de la red tiende a cero bajo el supuesto de 
que existen derivadas continuas que figuran en la ecuación. 
Las derivadas e integrales que intervienen en la ecuación de 
balance sobre la red se deben sustituir por las expresiones 
aproximadas en la red. De resultas se obtendrá un esquema 
homogéneo. Este método se denomina integral de interpo- 
lación o bien método de balance. Пизігётозіо con un ejem- 
plo de un problema 


(шу — ди = —} (2) 0<г<1, (ки) — ош = 
= — p рага х = 0, и (1) = р. (1) 
Escribamos la ecuación de balance del calor on el segmento 
0<2<1: 
"ыл 
шаша | А) 
ч-12 
БҮТ 
= 1 q(=)u(z)dz, w=ku', (2) 
1-02 


donde (—ш (т)) es el flujo térmico, q (х) и (z) es la potencia 
de las corrientes (de las fuentes, cuando g < 0) de calor, la 
cual es proporcional a la temperatura, y f (т), la densidad de 
distribución de las fuentes exteriores (de las corrientes) 
de calor. En el primer miembro de esta ecuación figura la 
cantidad de calor que queda a cuenta de los flujos térmicos 
en el segmento [т 2141/2] y a cuenta de las fuentes 
exteriores; en el segundo miembro se indica la cantidad de 
calor que se disipa al ambiente exterior a cuenta del inter- 
cambio térmico en la superficie lateral. 

Con el objeto de obtener de (2) una ecuación en diferen- 
cias tripuntual, sustituyamos w,-, з, 041 з Y las integrales 
en la ecuación (2), por la combinación lineal de valores de las 
funciones subintegrales en los nodos de la red (ту, ту, 
21+), por ejemplo, ч 
+12 4 +12 

| аб) и (2) агаш, dot | 9 (=) dz. 
20-102 1-12 


E 
Ћ 
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Integremos la igualdad и” = w/k respecto de z entre z; Y z4: 


Ur fa Fg Rh 


а= Je ON 


Como resultado, obtenemos de (2) un esquema 


н] аи еы 


(эма 
a+ | Haz 
sin 


Deduciendo esta expresión se suponía, de hecho, que u = 
= const para гил. 2 Tipa ш = const para т< 
<<. 

En lugar de las expresiones рага ац, di, q, conviene to- 
mar las fórmulas más sencillas, como lo hicimos en los pá- 
rrafos anteriores. Escribamos una aproximación de diferen- 
cias para la condición de contorno de tercera especie cuando 
т = 0, Con este fin hagamos uso de la ecuación de balance 
para OS ZS д = 

12 z 
шаш \ qudr=— | f(z) dz. 
è è 


Sustituyendo aquí 
шз = hih, у, шо = (кш), = ош, — |, 
Ыта х2 


| аага п. | fr dr оп 
è fj 


y cambiando en todos los casos u por y, obtendremos la con- 
dición de contorno en diferencias 


MY. y — Oiyo + pa — Agay ol? 


— hfo/2. 
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la cual puede escribirse en la forma 
Az, = To — Ви, donde бү =0, +hqu/2, p= pHhfo/2. (3) 


Estimemos en la solución и = и (т) de la ecuación (1) el 
valor del residuo 


эйе, 1—90. 


Al sustituir aquí в m kys 4 O (Р) = kg + Ya hki + 
+000), шти + ц Ч hual + O (0), uza = 
= (u и) = us + һщ/2 + O (h°), obtenemos 


v = (ш), + ЧА (кш) — ошо + p + O (h°) = 
(кш), — ашо + ру) + "ah (Жш) — qu + flo + 

+0 (8) = 0 (1), 
es decir, la condición de contorno en diferencias de tercera 
especie (3) aproxima la condición Ки’ = ози — y, para z = 


= 0 con un error de segundo orden у = О (1). 
Para el empleo práctico la condición de contorno (3) ha 


de escribirse en la forma 


=н RÁ, > . 
a SEO A 


ctitud del esquema al calcular 
г la interpolación de orden más 


Con el fin de aumentar 1 
las integrales se debe utili 


elevado. 
2. Método de aproximación de una funcional cuadrática. 


Un problema de contorno 
Lu = (ku'Y — qu = — f (z) 0<z<i, и (0) = 0, 
u (1) = 0 
es equivalente al problema de buscar el elemento minimi- 
zador de la тое cuadrática 


f 
Jluj= j (ко quedz—2 | fu dz. 
0 з 


Introduzcamos еп el segmento 0 z< 1 una red wa = 
= (z; = ih, = 0,1,..., №) y aproximemos la funcional. 
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Con este objeto representémosla, al principio, como una su- 
ma de integrales en los intervalos de la red: 


Jtu= 3 Jiu, Ліш fu (шу + gui —2fu) dr, 


imi 


a 
después de lo cual aproximemos Ј;, por ejemplo, así: 
жү 
| k (u'i dz а а (uz, )* h, 


Ha 


5 
$ (que —2Ju) dz æ -y 109и? — 2/9), + (que — 2и), 
Ы 

donde a, es un coeficiente, por ejemplo, 


Obtenemos, como resultado, una funcional 
К, ran 
їй = 2 han (z, Y 2 (чый — 2/18) А. 
donde y, = y (i) es una función reticular arbitraria que se 
reduce a cero cuando і = 0, N. 
La ecuación 
кх 
Ay=p 6 РЕТ A=4*>0, 


tiene una solución que minimiza la funcional 


N к 
таш (Ay 0209, 0 = 2, ау 2 Уши. 


De esto podemos convencernos al igualar а сего la derivada 


м 
К 
alal 9 Y ашу —291, =0, > 


q 
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puesto que ау, > 0 para cualesquiera і = 1, 2,..., №, еп 
virtud de que А es positivo (А > 0). 
Al calcular las derivadas 


TA = 2а; (— аы: ү, HOUN Si) ho 


ðJ, 2а 2а 
= "+2 >0, 


nos cercioramos de que el elemento у = y (z) € Ha, que 
minimiza la funcional cuadrática, es la solución del proble- 
ma 


(Y), 200 =—Ím1=1,2,..., N—4 


Y=0 


ук =й 
3. Método de aproximación de una identidad integral 
(método de Identidades sumadoras). Sea 


(ku Y —qu+f(2)=0, 0<z<t, и (0) =и (1)=0. (4) 
Multiplicando la ecuación (4) por una función diferenciable 


arbitraria v (т), que se anula para т = 0, х = 1, e integran- 
do respecto de k entre O y 1, obtenemos una identidad 


‚ 
1и, 0)= | био 4 quo— fu) dz=0. 
y 


Cambiando, por analogía con el p. 2, la integral y las deri- 
vadas u', v', escribamos una identidad sumadora 


А N-i 
ШАГА = 2085, ©, ^+ 2 (аи) ољ = 0. 


Luego, suponiendo, por ejemplo, que v; =ô, w 0< i< М, 
y teniendo presente que v; ,=0 рага i< lp у ¿>l +1, 
=—1/h, v; = №, obtendremos 


он 
1 1 
h (бања, ‹—-у ФУ, )++(й—/)В=0 cuando 


es decir, (аху), — qu = — f. 
. Métodos de Ritz y de Bubnov—Galerkin (métodos 
variacionales de diferencias). El problema sobre el mínimo 
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de una funcional 
I fu] = (Au, и) — 2 (и, f), 


donde A es un operador lineal autoconjugado y definido 
positivo en el espacio de Hilbert Н con el producto esc: 

(=, у), es equivalente al problema sobre la resolución de una 
ecuación 


Ай =]. 


So introduce una sucesión de espacios de dimensión finita V, 
con base (p(”), i = 1, 2, ..., п. 

El método de Ritz consiste en que se busca un elemento 
un E V, que minimiza la funcional 7 (и) en V,. La solución 
aproximada un se busca en forma de la suma 


== 2 иь (5) 


donde уу, .. ., Yn зоп unos coeficientes desconocidos. Los 
cálculos nos dan 


Ги, 


м» 


«Хати 2 Уш, 


ац = ан = (Аф, Ф), В = Y e 


I fun] = Ф (у, у... Yn) es una función do n coeficientes 
yı. Igualando а сего las derivadas д/ [и„|/ду,, obtendremos 
un sistema de n ecuaciones 


280, 14,2, т 


para determinar Y, у... 
Mustremos el método de Ritz con un ejemplo del proble- 
ma (4). A título do la función q; (z) tomemos 


0, s<—-1,s>1, 
= т (2), ЕЎ —1<:<0, 
ls, 0<s< 1. 
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Al sustituir en la fórmula para ayAp, = — (kpi) + gpr 
tenemos 


А 
ay =(49, 9) = | (4 LG mm) ez, 
o 


А 
к= È 1(2) т (2) dz. © 
Los cálculos nos dan ý 


ALO para 2< iy 2254 


am { d/h para t< 2 < 21 
Тах | —A/h рага 4< I< Ti 
De aquí y do (6) so ve que la matriz [a;l es tridiagonal, puesto 
que son diferentes de cero sólo aquellos о, para los cuales 
j = i — 1,4,4 + 1. Por esto, para y, se obtiene un sistema 

айа + ®ый + ita В = 0. 
Introduciendo las designaciones 
a, = — hoy + ац = haa +h (а, л + 

+ аан). Bi = —ф 

y observando que ауд, = Q, 1+1. Obtenemos un esquema 
ашы — (а + а + Adi) yi + аъ + Ф = 0, 
o bien 


(ав). — dy +9 = 0, @) 
donde 

А А 

aa | ка +0) зла f a+ sh)s(1-+s) ds, 
A А 
° А 

й= È glt sh (+s) оаа) ds, 
El 3 
h | 

«= {анов зав | f (zish) (1—5) ds. 
A Н 


Este es el esquema de segundo orden de aproximación, 
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En el método de Bubnov — Galerkin la solución un se 
busca también en la forma (6), más los coeficientes уг se 
hallan de la condición de ortogonalidad del residuo Aun — f 
rospecto de las funciones básicas qu (т): 


(Aun — f, q) = 0, {=1,2,...п, (8) 
con la particularidad de que по зе requiere que el operador А 
sea autoconjugado. Para el problema (4) eligimos de nuevo 
las mismas funciones básicas. Al sustituir (6) en (8), obten- 
dremos un sistema de ecuaciones para y. Calculando ош, 
у Bi, llegamos al mismo esquema (7) que se ha obtenido por 
ol método de Ritz. 
Con la elección indicada de las funciones coordenadas 
qut=)=n (Z776) los métodos de Ritz y de Bubnov— 


—Galerkin coinciden con el método de elementos finitos. 


Capítulo V 


Problema de Cauchy para las ecuaciones 
diferenciales ordinarias 


En esto capítulo examinaremos los esquemas de diferen- 
cias destinados para resolver ecuaciones diferenciales ordina- 
rias (no lineales, en el caso general) de primer orden con 
datos iniciales (problema de Cauchy). La resolución de las 
ecuaciones mencionadas representa un dominio clásico de 
aplicación de los métodos numéricos. Existen varios métodos 
de diferencias, una parte de los cuales se ha elaborado en 
la época precedente a la invención de los ordenadores y, no 
obstante, resultó ser aplicable también para las máquinas 
electrónicas modernas. Nos limitaremos a una exposición 
breve de los esquemas de diferencias principales que son de 
amplio uso en la práctica y para los cuales se tienen los 
programas estándar correspondientes. 


$ 1. Métodos de Кипре Киа 


1. Problema de Cauchy para una ecuación de primer orden. 
Supongamos que se pide hallar una función u = и (t), con- 
tinua para 0< t< Т. que satisfaga la ecuación diferencial 
para £>0 y la condición inicial para t = 0: 


ojl, u(t), O<t<T, u(0)= up (1) 


donde } (t, u) es la función continua prelijada de dos argu- 
mentos. 

i 1а función f (£, u) está definida en un rectángulo D = 

= (0< t< T, |u — un | 
según la variable и la condición de 
ПЛ. щш) — f (t. u) [< K |u — ue | 


para cualesquiera (t, ш), (t, u) €D, (2) 
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donde К = const > 0, entonces el problema (1) tiene una 
solución única. 
Para domostrar esta afirmación la ecuación (1) so integra 
do0at: 
‚ 
2(9=0+)1(, а (0) ds (9) 


y la ecuación integral obtonida so resuelve por el método de 
aproximaciones sucesivas (método de Picard): 


А 
ша (06, un (5) ds, Ф 
a 


donde n esel número de la aproximación (iteración). El méto- 
do de Picard converge y determina la única solución de la 
ecuación (3) o del problema de Cauchy (1). 

Este método permite hallar Ja solución aproximada del 
problema (1), si en (4) sustituimos la integral por una fór- 
mula de cuadratura cualquiera. Sin embargo, el volumen de 
los cálculos para el algoritmo obtenido es bastante grande, 
puesto que para cada iteración (con £ fijo) debe calcularse 
una integral. 

Para la resolución aproximada del problema (1) зе emplea 
a veces, un método analítico basado en la idea de desarrollo 
Че la solución del problema de Cauchy (1) en una serie de 
Taylor. La solución aproximada и, (() se busca en la forma 


== Y Fu (0) huy OLIT, (5) 
Ке 
donde ur (0) = = (0) = / (0, us), y los valores de las deri- 
vadas u% (0) (222) se hallan mediante la diferenciación 
sucesiva de la cenación (1) 
шт (0) шт (0) = -Ff (t, ш)|, „= (0, и) + 
HUO, ща) fu (0, ш). 
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иэ (0) =u" (0) =- (t, ш], „= 


= fe (0, ш) +27, (0, ио) 7 (0, uo) + 
З (0, ио) шт (0), ..., 
єз... 


Ж, dur 


Para £ pequeños ol método de sories (5) puede asegurar 
buena aproximación hacia la solución exacta и (t) si п son 
по muy grandes. Aquí el volumen de los cálculos depende 
по sólo de la exactitud e > O (| и (t) — и, (t) | < e) y de 
п = п (e), sino también del tipo de la función f (t, u), 
puesto que la determinación de las derivadas u% (t) puedo 
resultar muy engorrosa. 

En lo sucesivo se supondrá siempre que la función f (t, u) 
es bastanto suave, es decir, tiene tantas derivadas (respecto 
de {у de и) cuantas sean necesarias en el transcurso de la 
exposición, 

Antes de pasar a la exposición de los esquemas de dife- 
rencias para el problema (1), detendrémonos en la cuestión 
de estabilidad de la solución dol problema (1). ¿Cómo varia- 
rá la solución del problema (1) si cambian las condiciones 


iniciales? Sea u (t) la solución de la ecuación (1) con las 


condiciones iniciales и (0) = tọ. Para el error z (t) = 1 (0) — 
и () obtenemos una ecuación 


Z palts 0<IST, 2(0)=%=%y—up (6) 


donde а (t) =1/(t, 2) — f (t, u) — f (t, шг = fu (t, u + 
+ 02), 0< 0< 1. 
Como solución de (6) interviene la función 


samata ($ a(s) ds). 


Si fa <O para cualesquiera t, и, entonces 


12 (0) 1<12(0), о bien |ù (t) —u (t) | < |Ñ, — и, | 
para todo t Є [0, 71, 
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es decir, la solución del problema (1) ев estable respecto de 
los datos iniciales (el error en los datos iniciales no crece). 
El problema (1) es estable también respecto del segundo 
miembro: 


1% () —u (0) 1< 1% — ue 1 + eT para 0<t < T, 
зі f.<0, 


donde ù (t) es la solución del problema (1) con el segundo 
miembro 


ї= 10. D +8), 18/1< e, e = const > 0. 


La solución del problema (6) рага t— оо se comporta 
igual que la solución de una ecuación lineal 


+4=0, 007, 2(0)=%0 


que puede considerarse en el estudio de la estabilidad como 
la ecuación modelo. 
2. Esquema de diferencias de Euler. Introduzcamos en 
el segmento de integración 0 << 7 una red о, 
(a = пх, n=0, 4, ...). Denotaremos соп yn 
y (ta) una función reticular. El método numérico más 
simple para resolver la ecuación (1) está representado por 
el esquema de diferencias de Euler: 


A TN A Y) 
Los valores de yn = y (tn) so determinan sucesivamente а 
partir de yo == и, según una fórmula explícita 
эы = Un + ЧЧ ш), п=0,1,...‚ Yo = шу. 


En lugar de u = и (t) encontrumos una función reticular 
Un = Y (tn) que ех la solución aproximada del problema (1). 
Una función reticular 


Zn = Yn — u (tn) 


es el error del esquema de diferencias. Escribamos la ecua- 
ción рага г„. Con este fin sustituyamos yn = Zn + Un en 
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(7) y tomemos en consideración que 
Unti — Ya = (inta — En) + (Unta — Un), 
$ (tns ш) + I (ns Un +) — F (tns ш„)) = 
= Í (tar Un) = Ann 


10. Ya) 


donde 
аһ = du (ns Un + 83n), O<0<1. 
Cumo resultado, obtenemos para z, un problema 


зһ 3а 
т 


= ала фа, 2=0, 1, ..., 200, (8) 


donde wp, es el residuo o error de la aproximación del es- 
quema (0) еп la solución ш = u () del problema (1), que ев 
igual a 


Pa=f (in шь) En, (9) 
Estimemos фр, рага t— 0. Para ello sustituyamos 
КОЧЕ БЙР, 
иаи + Tlia Ша о. (:=3) 


en (9), y, teniendo en cuenta que, de acuerdo con (1), ùn = 
Í tn; Un), obtendremos: p, = О (х), o bien || |с = 

іх. Ibn 1 = O (т). Esto es testimonio де que el es- 

ос: 

quema de Euler tiene primer orden de aprozimación. 
Mostremos que el esquema de Euler converge, es decir, 

1 Zn lle = Ilyn — Un llo > 0 para +>0, у tiene primer 

orden de exactitud, es decir, 


lslam máx, 12n 1=0 (9. 


La demostración se aduce bajo el supuesto de que 
—K< fu (t, u) <0, 1<2/K. (10) 
De (8) determinamos 
лз = (1 + Tan) 2, + тра, 
{и 1S 114 | lsa lH Elpa lS 120 14 Tla h 
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puesto que |1 + тал | < 1 conforme a (10). De aquí se de- 
duce que 


A 0 


es decir, [| 2 lle = O (x). 

Si la condición (10) no se cumple, pero |fu |< K, en- 
tonces en lugar de (11) obtenemos | „у, | < 7eXT | y llo, 
y la afirmación | 2 |с = O (х) queda en vigor. 

3. Aumento del orden de exactitud. El método de Euler 
es muy sencillo, mas no es de elevada exactitud. Se puede 
aumentar el orden de exactitud de la solución numérica 
respecto de т sin complicar el algoritmo. Existe el método de 
Runge para elevar la exactitud cuya idea consiste en lo 
siguiente. Supongamos que la solución и = и (t) ез sufi- 
cientemente suave y tiene lugar el desarrollo siguiente del 
error Zn = уһ — un en potencias de т: 


m= Halt HBOT. (12) 


donde а (t) у В (t) son unas funciones que no dependen de т. 
Elijamos dos redes de pasos т, у т, que tienen nodos co- 
munes (por ejemplo, 1, = т, т, = 1/2), resolvamos en cada 
red el problema (7) y encontremos у? (£,,) e yO) (t,,), res- 
pectivamente. Tomemos un nodo, común para las dos redes, 
1% = ta = Ina, y escribamos (12) рага п = п*: 
yW (tne) = и (tne) + a (ne) Ti + 0 (1D, 
Y (tne) = и (tne) + a (fne) т, + O (18). 


Formemos una combinación lineal con el parámetro 0: 
Y lne) = 040 (tna) + (1 — 0) y (tne) = 
= u (tae) + lor, + (1 — о) та (tne) + O (91 + 13). 


Eligiendo ø de la condición от, + (1 — о) т, = 0, es decir 
suponiendo о = 1,/(1, — ту), obtenemos 


Y (lau) = u (fne) + O (12), т = máx (Ti, ту). 


La función reticular y aproxima la solución и = и (t) con el 
segundo orden de exactilud respecto de т. De este modo, һе- 
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mos elevado la exactitud del método de Euler realizando dos 
cálculos en las redes de pasos т, y т,. Este procedimiento 
puede ser continuado teniendo presente (12). Al realizar los 
cálculos según el esquema (7) en tres redes de pasos тү, т, 
тз, hallaremos la solución del problema (1) con el tercer 
orden de exactitud en los nodos comunes para las tres redos 


elegidas. 
4. Esquemas de Runge-Kutta. El orden de exactitud 
puede ser aumentado complicando el esquema de diferen- 
cias. Son de amplio uso en la práctica los esquemas de Runge- 
Kutta del segundo y cuarto órdenes de exactitud. 
El cálculo por el esquema de Runge—Kuita del segundo 
orden de exactitud se realiza en dos etapas. En la primera 


etapa se halla el valor intermedio de Jn según el esquema de 
Euler de paso at: 

Vn = Yn + ол] (ln, Un); 
еп la segunda etapa se determina el valor de y, +, por la fór- 


mula 
Unti = Yn + TÒ 0) f (tn, Yn) + от] (tn + ол, уа)» 


donde а >0, о >0 son los parámetros. Al eliminar Yn, 
obtendremos рага yn+, un esquema 
=(1—0)f (tn, Yn) + 
+0f (tn 40%, Yn Harf (ins Уһ). (13) 
El orden de exactitud del esquema depende de los parámetros 
a, т, 
Hı 


lemos una expresión para el residuo o error de apro- 
ximación del esquema (13). Con este fin, por analogía con el 
р. 2, traslademos (Yn+, — у„)/т en el segundo miembro у 
sustituyamos ил, Un+, en lugar de yn, Yn+1- De resultas, 
obtendremos la siguiente expresión para el residuo: 

Pa = (1 — 0) f (tn, Un) + Of (tn + от, Un + 

+ auf (tn, Un)) — (unti — ш„)/т. (13°) 


Recurriendo al desarrollo por la fórmula de Taylor, obtene- 


mos 
ф = т (оа — 1/2) uz + О (1). 
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De aquí se ve que el esquema (13) tiene segundo orden de 
aproximación n = O (1), si se cumple la condición 


оа = 1/2. (14) 


Do este modo, existe una familia (de un solo parámetro) de 
esquemas (13), (14) de segundo orden de aproximación. 
Veamos los casos particulares: 
1) o = 1, a = 1/2: 


Jarta flea) tati, у„). (05) 


Este es el conocido esquema predictor—corrector, o bien cál- 
culo—recálculo. Puede ser escrito de otra forma: 


= tF) lin Yah Ya = 7 (tnt Un)» 
o, al eliminar у„, en la forma 
нн) [4 т, ++ (no юы]. (15% 
2) 0=1/2, a=1: 
Le у, Yn) А (Enri Yn +T (Enr Un))]- (16) 


Este esquema también puede considerarse como un esquema 
predictor—corrector: al principio, el esquema de Euler de 
paso т (predictor): 
Ya = Un + Tf (аа) 
después, el esquema con una semisuma (corrector): 
(nta — Иа) Ча lf (tns Yn) + f +, Un l- 


La idea del método predictor—corrector se usa con fre- 
cuencia al escribir esquemas de diferencias para las ecuacio- 
nes de la física matemática con derivadas parciales. 

He aquí las fórmulas para el esquema de Runge—Kutta 
del cuarto orden de exactitud: 


nel E le (Yn) + 2h (Un) + 2ks (Yn) + К, (Un) la 
п=0, 1, ..., Yo=Uo (17) 
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donde №, Ку, ks, ką son las correcciones que se calculan según 
las fórmulas 


ka = f (ns Ya), ka = f (ln + 7/2, Yn + Tki?) 
ka = f (in + 902, Yn + Ta 2), К, = f (ln + T, Yn + Tka). 
(18) 


Doterminando уһ +, según ol y, dado so debe cuatro voces 
calcular el segundo miembro. 

Demos a conocer el método de los cálculos según este es- 
quema. Para п = 0 sabemos y, = ш. Podemos calcular 
sucesivamente ky, Ку, ks, Ka, y hallar 


ир (ka (Ya) + 2ka (Vo) + 2ks (uo) + Ka (и), 


después de lo cual los cálculos se realizan para n = 4, 2, ... 
Para el residuo obtenemos una expresión 


Ya =-р (а (n) + Zka (tn) + 2ks (иа) + E (un) — 
ES Hann ‚ a9 


donde k, (un) (i = 1, 2, 3, 4) se determinan según las fór- 
mulas (18), en las cuales у, se ha sustituido por in. 

Al desarrollar „+, Ka (un), Ёз (un), ka (un) en el entorno 
de t = to, nos convencemos de que рь = О (1%), es decir, el 
esquema (7), (18) tiene el cuarto orden de aproximación, si 
и = и (t) tiene cuatro derivadas continuas. 

Todos los métodos de Runge—Kutta son explícitos (para 
determinar yn+, se debe realizar los cálculos según las fór- 
mulas explícitas) y de un paso (para determinar yn +, se debe 
hacer un paso en la red desde £, hasta £n +1). 

5. Estabilidad de los esquemas de diferencias. En el p. 1 
se ha considerado una propiedad importante de la ecuación 
diferencial (1), a saber, la estabilidad (respecto de los datos 
iniciales y del segundo miembro). Para estudiar la estabili- 
dad respecto de los datos iniciales de la ecuación no lineal 
(1) analizaremos una ecuación modelo 


5-+%ш=0, A=comst>0, £>0, u(0)=u9. (20) 
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Su solución u (t) = uye=*! decrece para А > 0, y 
Lu (01< | ш | cuando A > 0 para todo £>0, (21) 


es decir, la ecuación (20) es estable para à > 0, lo que corres- 
ponde a la condición fu < 0. 

Se introduce una exigencia natural: para los esquemas de 
diferencias que aproximan las ecuaciones modelo ha de cum- 
plirse un análogo de la desigualdad (24): 


Гу. |< | yo | рага cualesquiera п = 1,2, ... (22) 


Veremos más abajo que esto no siempre se cumple. 
Veamos una serie de ejemplos. 
1) ESQUEMA EXPLICITO DE EULER: 


Ar A 0, Шан (0—00) а. (23) 


т 


De aquí se ve que la condición 
lira 1<imi<...<Iyol (24) 


queda cumplida para |1 — tà | <1, о bien —1 < 1 — 
— ТА < 1, es decir, para 


92. (25) 
Si, por ejemplo, 1А < 3, entonces 
AAA IA A |», |. 
Lun 122 2" | yo | > оо cuando n 00. 


El esquema es inestable, la condición (24) no se cumple, De 
este modo, el esquema de Euler (23) es convencionalmente es- 
table рага т < 2/1, à > 0. 

2) Esquema implícito de Euler: 


па Ул $ 
Hacia 4 =D Y Gn (26) 


Por cuanto 1/(1 + TA) < 1 para cualesquiera tà = 0, en- 

tonces el esquema es absolutamente estable: 

Гу, | < | уо | para cualesquiera t y à >> 0, n = 0, 1,2, ... 
(27) 
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3) ESQUEMA СОМ РЕЗОЗ 
YH у (oyn (1—0) Yn) =0, умы 90. (28) 


El esquema es estable para 
191<1, q 


Vemos que |[g|<1, si —1 — ота <1 — (1 — о) тА < 
<1 4 orh, o bien 1 + т (о — 1/2) А >0, de modo que 
1 + oth > 1/2 > 0. De este modo el esquema соп pesos ёз 
absolutamente (para todo 1) estable para о > 1/2, y condi- 
cionalmente estable para о < 1/2, siempre que т< 
< 1/(@2 — о) А). 


4. ESQUEMA DE RUNGE-KUTTA DE SEGUNDO ORDEN. Al sus- 
tituir en la fórmula (13) / = —Ay, obtenemos 
уан Ф. 41А FM (29) 


El esquema es estable, | уһ 1101, si 191=1— 1А + 
яа, lo que tiene lugar cuando 
1<2. (25) 


El esquema de Runge—Kutta de segundo orden es estable 
bajo la misma condición que el esquema explícito de Euler. 

5) ESQUEMA DE RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDEN. Sus- 
tituyendo f = —Ay en (17), (18), obtenemos 


Ynti = Im 
аА ада a. (80) 


La desigualdad | 4 | < 1 se cumple рага 1А < 2,78, es decir, 
la condición de estabilidad del esquema de cuarto orden es 
un poco más débil que la condición (25) рага el esquema de 
segundo orden. 

Estos ejemplos muestran que los esquemas explícitos de 
un paso son condicionalmento estables, y entre los esquemas 
implícitos se tienen absolutamente estables (por ejemplo 
(28) cuando о > 1/2). Si А > 0 es grande, el paso т, en vir- 
iud de (25), debe elegirse para Jos esquemas explícitos lo 
suficientemente pequeño. 
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6. Sobre la convergencia y la exactitud. El esquema de 
Runge—Kutta para una ecuación no homogénea 


а du =1 (8, 220, u(0) =u (30) 
tiene por expresión 
Yati = Ф +n 9 = 0 (А), (32) 


donde las expresiones рага g y Pa dependen del orden del 
esquema. Así, para el esquema de sogundo orden tenemos 


а= Аре, 


On = (1—0) f (tn) +07 (tn ат), 


Para el error 2, = yn — Un obtenemos 


аа (a) aa da 


o bien 
бы = Up + Thn, п = 0, 1, 2, 
donde №, es el residuo igual a 
Ya = Pa — (uinti — па) = O (°). 
En virtud de la condición de estabilidad (25), |q | < 1 y 


n=O, 


[һө [<| n IHT Га IS 2 тї, (33) 


de donde precisamente proviene que el esquema (32) conver- 
ge y tiene el segundo orden de exactitud (converge con la 
velocidad O (х2), o converge con el segundo orden): 


lz llo = О (1%). 


De este modo, si un esquema es estable y aproxima la ecua- 
ción (1), es convergente. Esta afirmación demostrada para el 
problema modelo tiene un carácter general y es verídica para 
cualquiera de los esquemas de segundo orden. 

De modo análogo se demuestra la convergencia con la 
velocidad O (т?) del esquema de Runge—Kutta (13) a con- 
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бл de que fu < 0. En este caso, рага Z, = yn — и, соп 
са = !/„ obtenemos un problema 


a (14 EPn) оар, (34) 


donde ф, = fu (fns Un + Өү). Yn = fu (fn (+ 1/2, Un + 
+ 022.) (0<0,< 1, i= 1, 2), y y se determina por la 
fórmula (13'). Reescribamos (34) en la forma 


Zn = gan + фа. ф = 1 + Bn (1 + 7/2). 
La condición de estabilidad | ga | <1 ó 1 < qn < 1 se 
cumple, si 2 —т | Ba 1 + 13" | Bn || Yn 122 0, 
Чух | Pn Тт I< IPn |, o bien т | уһ |< 2. La primera 
desigualdad queda cumplida también para т |6, | < 2, у, 
por consiguiente, es suficiente que sea 
1K <2, (35) 


siempre que fu <O, |/u 1< K, (t, u) € D. La condición 
(35) es análoga a (25) y asegura el cumplimiento de la esti- 
mación (33), de la cual se deduce precisamente la convergen- 
cia del esquema (13) con el segundo orden || 2 lle = O (7). 


$ 2. Esquemas de varios pasos. Métodos de Adams 


1. Esquemas de varios pasos. En el $ 1 fueron considera- 
dos los métodos de Runge—Kutta para la resolución numé- 
rica del problema de Cauchy 


de цш), 007, u(0)=uo. 0) 


Tr 


Estos son los métodos de un paso: al determinar el nuevo va- 
lor de ул +, se usa sólo el valor de у,. Para determinar el 
valor aproximado de yn pueden analizarse, en el caso gene- 
ral, los esquemas de diferencias de m pasos (m > 1), esdecir, 
las ecuaciones del Lipo 


D Ln D Мв пет, Mt 00) 


h=0 h=0 
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donde ау, ba son ciertos coeficientes numéricos, 
Һа = 0а. л). 2070, bm 0. 


En particular, рага т = 1, bọ = 0, b, = —4p, 4, = —йе, 
llegamos al esquema de Eulen 

El esquema (2) se denomina explícito (de extrapolación), 
si bẹ = 0 y los valores de y, se determinan en términos de 
los valores antecedentes de уу, Yn-a > > => Vn-m Según 
una fórmula explícita 


ta 1 

= 2 atinan аьа) = а Рн Yna сз, аст) 
Los cálculos empiezan соп n = т. Para hallar ym, se deben 
prefijar m valores iniciales Yo, y1, - + :» Ут; Éstos pueden 
determinarse, por ejemplo, mediante el método de Runge— 
Kutta en el que se utiliza solamente el valor inicial de 
Yo = ие 

Si b, 52 0, el esquema (2) se denomina implícito (de in- 
terpolación): al hallar yn, зе debe resolver, para cada п, 
una ecuación no lineal 


азу — bof (ins Ya) = F (паь пса о Yn-m) (8) 


Dicha ecuación по lineal puede resolverse, рог ejemplo, me- 
diante el método de Newton. 

El orror de aproximación del esquema (2) en la solución 
и = и (1) de la ecuación (1) о el residuo se determina por la 
fórmula 


E 0 


h=0 к=о 


Suele decirse que el esquema (2) tiene el s-ésimo orden de 
aprozimación (o simplemente que el esquema (2) tiene el 
sésimo orden), si 

lẹ lle = O (х). о bien | lle < MY. 5 >0, (5) 


donde М = const > 0 no depende de т. 
Los coeficientes ад, ba se eligen a partir de los requisitos 
de aproximación y estabilidad. Sin perturbar la generalidad 
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de razonamientos podemos considerar que 
D b=, (6) 
=] Я 


puesto que los coeficientes de la ecuación (2) están determi- 
nados con una exactitud de hasta un factor. Desarrollando 
s de т y exigiendo que el residuo tenga un 
do, obtenemos las condiciones para determinar 
ак, ba. Por cuanto u = 1 es la solución de la ecuación шщ = 
=f (t, u) para f = 0, de (2) se desprende que 


D а= (7) 
= 

Con el objeto de construir los esquemas (2) se aplican, 
corrientemente, otros procedimientos en los cuales se emple- 
an fórmulas de cuadratura y de interpolación. Así por ejem- 
plo, integrando la ecuación diferencial (1) respecto de £ 
dentro de los límites de ta-n, a ĉn, obtenemos 


р 
| f (t, u (t)) de. (8) 


Un — Una, 


Para obtener de aquí un esquema de diferen 
usar para la integral una fórmula de cuadratuı 

2. Método de Adams. Toda fórmula de cuadratura engen- 
dra el método correspondiente de resolución num: 
ecuación diferencial ordinaria (1). En una identidad 


„ 
a= | лаада, (9) 


n-i 
correspondiente a la identidad (8) cuando п, = 1, sustituya- 
mos la integral por una fórmula de cuadratura 


in 


$ A, u (D) ает Y) baf (nn Una). (40) 


as һо 
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Teniendo prena (0) (9) y (10), podemos escribir el esquema de 
diferencias de А 


STAN an 


р 


Dicho esquema puede ser obtenido de (2), si ponemos a, = 0 
para k = 2, 3, ..., m, y а = 1, а = —1 

La fórmula de cuadratura (10), өп cuya Баве está cons- 
truido el esquema de Adams, contiene los nodos de las redes 
que no pertenecen al intervalo de integración 2, < t< tn. 
Habitualmente se utiliza la exigencia de que la fórmula de 
cuadratura sea exacta para un polinomio de grado m. Con 
ello зе elige wn polinomio de interpolación con los nodos tn, 
ери 

ón ia гасова del esquema su error de aproxima- 
ción coincide con el error de la fórmula de cuadratura. Efec- 
tivamente, el residuo para el esquema (11) es 


„= ba (tnar Una) A 
— 


Sustituyendo aquí de (9) la expresión 


р 
=+ fro, и (0) de, 


obtenemos la fórmula рага el residuo: 
к= ЖМ tas наа) | (e) de (12) 
© ү 


3. Esquemas explícitos e implícitos. Si b, = 0, el es- 
quema (14) será explícito y 


ат Dy Ы (13) 
— 
De ejemplo más simple del esquema explícito de Adams sirve 
el de Euler 


m — Una = tha para т = 1, bo =0, 6 = 1. (14) 
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Al poner en (11) т = 4, bẹ = 1, b, = 0, obtendremos el es- 
quema de Adams implícito 


Sr fa, о Ыеп yn— tf (fns Иа) = Ила. (15) 


El esquema implícito simétrico de un paso (т = 1) 
La Р а) llas һа} (16) 


corresponde а los valores т =1, bẹ = b, =1/2 y tiene el 
segundo orden de aproximación: ф, = O (1°). Para determi- 
nar у, se debo resolver (con cada л) una ecuación no lineal 


Yn = "aif (tns Yn) = Fn- donde Fpi = Yni + 
+ Муў (tnais Yai): 


Veamos ahora los esquemas de Adams de dos pasos que co- 
rresponden a m = 2. El esquema explícito de dos pasos 
(m = 2) tiene por expresión 

п Уп 1 
LP na hn 
m=2, pah 4=L,h=-4 (17) 
=2, b=0, а=, =. 
El esquema es de segundo orden de aproximación: 
3 1 
Va =$ nes Un) а tna) — 


0 (х8). 


Investiguemos la estabilidad del esquema modelo corres- 
pondiente 


n— Yni 3 
Latni +» (раа) = 0. (18) 
Al sustituir aquí yn = g", obtendremos 
3 
e-(1-u) а +u=0, н=м. (19) 
Por cuanto D = 1 — p + 5р? >O para p cualquiera, las 


raíces q, y q, serán reales у distintas. La estabilidad signi- 
fica que | q, | <1 y |, | < 1. Hagamos uso de la siguien- 
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te propiedad que se comprueba inmediatamente: las raíces de 
una ecuación cuadrática q + bg +c = 0 no superan en 
módulo la unidad: 

IMal<t si 151<1 +, cesi. (20) 
Para la ecuación (19) tenemos b = 3/2 — 1, с = —p/2, y 
la condición 136/2 — 1 |<1— p/2 queda cumplida para 
p<t, 


ue<i, 


es decir, el esquema (18) es condicionalmente estable (el pa- 
so т debe ser dos veces menor que el paso admisible en el 
esquema de Euler). 

Escribamos un esquema implícito de Adams de dos pasos 
(т = 2). Exigiendo que la fórmula de cuadratura (10) sea 
exacta para los polinomios de grados 0, 1, 2, es decir, que 
F (t) = f (t, u (6) = (1, £, 2), encontramos los coeficientes 
bo = 5/12, b, = 8/12, Б, = —1/12. El esquema es de la 
forma 


Latni (57, 8а Ја). (21) 
Investiguemos la estabilidad del problema modelo 
Lodo А (Syn + Bn — Yna) =0. (22) 


Suponiendo у, = q", obtendremos una ecuación caracterís- 
tica 


аф ырс 0, a=1 1А, в Eu 


4 
с=— qa 


Las condiciones (20), para las cuales | gy, | < 1, adquieren 
la forma |6 | <а |с, c<a. De aquí se infiere que el 
esquema (22) es estable cuando тА < б. 

4. Problema de Cauchy para una ecuación de segundo or- 
den. Analicemos ип problema de Cauchy: 


EI Mb (0), 2220, u (0) = ш, 
Че (2з) 
TOs 
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Los más usados son los métodos de Stórmer 


A У opf (tn ик), 
ад 


m> 0, п=1, 2, ..., (24) 


Yo =Ug у= о bion MAY 
El valor de й, (o de ú) se elige de una manera tal que el 
error de aproximación v = + [u (т) — и (01 — ù (0) —%a 


tenga cierto orden, por ejemplo, у = O (1”), donde р es el 
orden de aproximación del esquema (24). Por ejemplo, para 
= 2 hallamos 


u (1) =и (0) + tù (0) + {єт и (0) + О (0), 
уш u (0) —%, +0 (0) = 6-7 0, u(0)+ 
+0(1) 4, +u,=0 (13), 
si ponemos 
D = ш +/л] (0, ш), Th = ш, +. 


Si b., = 0, el esquema (24) será explícito, puesto que en 
el segundo miembro figuran sólo valores conocidos de yn, 


Yni» > +05 асте Si bı = 0, el esquema (24) es implícito 
y para determinar y, +; se debe resolver la ecuación 
Ynti — bif (ntis Ynti) = F (ул, Ула, > -+ Масто ta). 


Para obtener el esquema de diferencias (24) calculemos una 
integral 


n-i n-i ta 


t 
= (шши) |i, ш 0 liz, + | udt, (25) 
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donde v (t) es una función continua a trozos 
(t—tni)/t para tni < $S los 
(„н 0/ para tn < ё tnn 
Sustituyamos (26) en (25) teniendo presente que v” (t) = 0: 

t, 


v(t)= (28) 


| шоа 0а а + tnn). en 
tra 
Luogo, multiplicando la ecuación (23) рог v (f) y tomando 
en consideración (27), obtendremos una identidad 
tagi 
ое vga 08) 


El error de aproximación del esquema (24) en In solución 
u = u (t), o el residuo para el esquema (24) se determina 
mediante la fórmula 


„= Y ММ Una) in, 
“а 
la cual puede ser escrita, en virtud de la identidad (28), en 
la forma 
m 1 Ingi 
эа Y (in маа) | a (29) 


pot ta 
t — t.)/x, escribamos 


Al introducir una nueva variable s 
la integral en la forma más cómoda: 
п 1 
+ i F (t) v (t) a=] F (ta + зт) 0(s) ds, 
TA EN 
1+5, 2<0, 
>0. 


De (29) se ve que el primer sumando es una fórmula de 
cuadratura para la integral de la función F (t) = f (t, u (0) 


F=f (t, u (t)), P(s 


1—s, 
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con el peso v (t) >> 0. El error de aproximación del esquem: 
se determina completamente por el de la fórmula de cua: 
tura. Los métodos construídos en esta base se denomina: 
además métodos de Adams—Stórmer. 

La fórmula más simple de un rectángulo da un esquema 


талата у ya) 

HA = f (fas Yah 

fasi 

puesto que L- | v(t) dt=1. 
tia 


Para el problema modelo 
de di 
GH =0, 220, u(0)=0, Gp Osu 


tenemos 
за Hs y уу, =0. 


Sustituyendo aquí yn = 0", encontramos. q* — 2 (1— 
— "Dg +4 D<0 раа №4, t< 
< UV Ñ; además, |g, | = |gs | у е1 esquema es estable a 
condición de que т < 2/4 ó тух < 2. 

5. Sistemas de ecuaciones. Muchos métodos se extienden 
sin cambios algunos al problema de Cauchy para el sistema 
de ecuaciones 


© =}, ш, 1>0, ш(бу=ш, (80) 
donde u — (и! (t), u* (t), . . ., uN (t)) es el vector buscado, 
yf = (P, Р, ..., J"), el vector prefijado. Escribamos (30) 
en componentes 
= а, ш), 020, ш 0) ц, 01, 2, ..., М. 

(31) 


Sean ш, v dos soluciones del problema (30) con los datos 
iniciales и (0) = шу, v (0) = Uy. Para su diferencia z = 
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= и — v obtendremos un sistema de-ecuaciones lineales 


= Уау (0, 


=! 


donde ayy ез el valor de la derivada гуа en cierto punto 
medio (t, ш), и, = (vt, o, ..., 051, ш 4 Ө, z, ийн, п. 

‚э uN) (0 <8; < 1, = 1, 2, ..., №). Por eso el modelo 
linonl del sistema de ecuaciones по lineales (30) será repre- 
sentado por un sistema ш 


+ Š awapo. (22) 
a 
o, en la forma vectorial, 


Аш, A= (a). (33) 


Para que dicha ecuación sea estable respecto de los datos 
iniciales, es suficiente que la matriz А sea no negativa, En 
el párrafo que sigue se indicarán las condiciones necesarias y 
suficientes de estabilidad de los esquemas para los sistemas 
de ecuaciones lineales (33). 

En la práctica nos encontramos a menudo con los siste- 
mas de ecuaciones que se llaman rígidos y cuya resolución 
por medios corrientes representa grandes dificultades. Su- 
pongamos que {à} son los números propios de la matriz А 
(si А no es simétrica, los números A, pueden ser complejos). 
El sistema de ecuaciones (33) se denominará rígido, si 
Re А220 (к= 1, 2,.... №) y si la razón Ё = 
= máx Re dq/mín Re А es grande. 

* 


А 

Si la matriz A es simétrica, entonces todos los números 
propios son reales y la rigidez del sistema (33) es testimonio 
de que la matriz А es positiva y que el sistema (33) está 
mal condicionado, es decir, 


Son rígidas, en particular, las ecuaciones que se obtienen 
al reducir las ecuaciones con derivadas parciales a los siste- 
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mas de ecuaciones diferenciales ordinarias por medio de la 
aproximación de diferencias de un operador que contiene 
derivadas respecto de las variables espaciales (por ejemplo, 
el operador de Laplace en el caso de la ecuación de conduc- 
tibilidad térmica). 

Los métodos explícitos resultaron ser inútiles para la re- 
solución numérica de los esquemas rígidos, puesto que con- 
ducen a grandes restricciones referentes al paso a causa de 
las exigencias de estabilidad en perjuicio de las de preci- 
sión. Aclaremos esto con un ejemplo del sistema de dos ecua- 
ciones 

аа 0, 0, а= (0 1>0 

Aa аш = 0, $2 аш (68), 

4270, a4>0 а,>а. (34) 
La solución de este sistema es un vector 
u (t) = (щ (0), и, (0), 

ш (t) = щ (0) ети, и, (t) = и, (0) 
los componentes de este vector decrecen cuando crece t, con 
la particularidad de que | ц, (t) | & | шщ (t) | para £ sufi- 
cientemente grande. 

Tomemos un esquema explícito 
00 ayr=0, EE a =0, 

n=0, 4, ..., иу (ta) 21, 2. (35) 


El sistema se descompone en dos ecuaciones, cada una de las 
cuales puede resolverse separadamente, no obstante dichas 
ecuaciones están ligadas entre sí por la elección del paso 
común т. El esquema es estable, si se cumplen simultánea- 
mente dos condiciones at <2 y аут < 2. Por cuanto 
аз >> а, ambas condiciones quedan cumplidas, ві т < 2/ау. 
El paso admisible т se determina, de hecho, por aquel com- 
ponente и, (t) de la solución que decrece con mayor rapidez: 

Рага la resolución del sistema (34) es aplicable un esque- 
ma implícito 


те 


еи. tayy =0, Al 


+ ay" = 0, 


que es asalto para cualesquiera т y a, >0, a, >0. 
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Ultimamente ha aparecido toda una serie de esquemas im- 
plícitos, algoritmos para éstos y programas nuevos, útiles 
para resolver sistemas rígidos de ecuaciones diferenciales 
lineales y no lineales. 

6, Observaciones generales. 1. Al escoger tal o cual 
método numérico se toman en consideración varias circuns- 
tancias, a saber, el volumen de los cálculos, el volumen re- 
querido de memoria de acceso rápido del ordenador, el orden 
de exactitud, la estabilidad respecto de los errores de redon- 
deo y otras. Hemos considerado en todo caso los métodos de 
paso constante т = 4, +1 — tn. La introducción del paso va- 
riable тазу = „+ — În lleva un carácter formal y, cuan- 
do se trata de los esquemas de un paso, no conduce a nuevas 
cuestiones de principio. Para los esquemas de varios pasos 
(т > 2) las fórmulas se altera, 

En el caso general la solución puede ser una función no 
monótona fuertemente variable. Es natural de emplear una 
red no uniforme y disminuir el paso (espesar la red) en el 
dominio de variación rápida de la función и (t) con el fin de 
asegurar una aproximación más exacta de и (г) por la solu- 
ción reticular. Sin embargo, no sabemos de antemano el 
comportamiento de la solución и = и (1). Por eso en la 
práctica se procedo de la manera siguiente: al principio se 
realizan los cálculos en la red uniforme; si se pone claro que 
la solución u = и (г) varia fuertemente en cierto intervalo 
ta < 1 < 1%, entonces la red se hace espesar en (tẹ, t*] y el 
problema se resuelve en la red no uniforme de esta índole. Se 
recomienda, en general, realizar los cálculos en varias redes 
que se hacen espesar. Si, al espesar la red, la solución varía 
poco, la exactitud requerida se considera lograda. Con el 
fin de elevar el orden de exactitud resulta aplicable el método 
de Runge еп el que se usan cálculos sobre diferentes redes 
(siempre que la solución и = u (t) posee una suavidad sufi- 
ciente). En el transcurso de los cálculos puede resultar ne- 
cesario emplear los esquemas de diferentes órdenes de exac- 
titud en distintos dominios de variación del argumento. 

2. Nos encontramos a menudo con la necesidad de resol- 
ver las ecuaciones cuyos coeficientes cambian furtemente, 
por ejemplo 

du 


ara (t) u, 1>0, и (0) = 


(36) 
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Una ecuación de este género se encuentra en la descripción de 
los problemas de la cinética química. A título de su Solución 
interviene una función 


¿=p (ja ds). 
2 


Si a (t) > 0, puede utilizarse el esquema de Euler para cual- 
quiera: 


Ynti = Yn + талу = (1 + 1an) Yn- (87) 


Si, on cambio, о (t) < 0, puede suceder que 1 + tæn < 0 
para cierto л = лу, 8 Ynz41 < 0, es decir, la solución pierdo 
sentido. En este caso puede emplearse un esquema implícito 


Ynti = Yn E Талу, 
Ynti = Yalli — Tan), 1— та, > 1, (38) 


que es estable para cualquier т. Si а (t) cambia de signo pa- 
ra ciertos valores de t, entonces en aquellos nodos, donde 
a (t) > 0, se debe emplear el esquema елү (37), уеп 
los nodos en que a (t) < 0, el esquema implícito (38). 

Los métodos de Adams son menos laboriosos en compara- 
ción con los de Runge—Kutta. La deficiencia de los métodos 
de Adams radica en lo que el comienzo de los cálculos no es 
usual; para determinar Yı, Ya, -+ ., Ym-ı Зе emplea corrien- 
temente el método de Runge—Kutta. Si se emplean los 
esquemas de Adams de dos pasos (y, con mayor razón, de 
varios pasos) el cambio del paso т requiere cierta complica- 
ción de las fórmulas, lo que no ocurre al emplear el método 
de Runge—Kutta. En la práctica se emplea la combinación 
de los métodos de Runge—Kutta y de Adams con un pro- 
.grama de elección automática del paso para la obtención 
de la exactitud profijada. 


$ 3. Aproximación del problema de Cauchy para 

un sistema de ecuaciones diferenciales lineales 
ordinarias de primer orden 

1. Problema de Cauchy. En este párrafo se estudiarán 


los esquemas de diferencias lineales (de un paso o de dos ca- 
pas) que surgen al aproximar el problema de Cauchy para un 
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sistema de ecuaciones. diferenciales lineales ordinarias de 

primer orden, como también al aproximar las ecuaciones 

diferenciales con derivadas parciales (método de las rectas). 
Tomemos un problema de Cauchy 


А 
24 a (0, 220, ш (=u 
jet 


tæt; 2.0... N 4) 


Al designar por А = (a,,) una matriz cuadrada de dimensión 
N х N con elementos а, que no dependen de £, por u (f) = 
= (ш (0, 0-00) у 0 = 000, PO... 
‚..› JF (0) los vectores buscado y profijado de dimensión 
М, respectivamente, escribamos el sistema en la forma 


A рди) (0), 020, и (0) иь (2) 


La misma designación A se empleará también рага un оре- 
rador correspondiente que actúa en el espacio НК de dimen- 
sión N (А: Ну + HN). Introduzcamos en el espacio HN 
un producto escalar (и, v) y una norma || и || =}/(и, и). 
Supondremos que el operador А es positivo 


A>0, б (Az, х) >0 para todos los z € И", z 5 0. 


El problema de Cauchy (1) bajo las condiciones (2) tiene 
la solución única, En efecto, supongamos que existen dos 
soluciones u (t) y 0 (£) del problema (2). En este caso su di- 
ferencia satisface las condiciones homogéneas 


Li 44:=0, 1>0, 20)=0, 2()=5(9-3 (0. (3) 


Multiplicando (8) escalarmente por z, y tomando en con- 


14 (z, 1), obtenemos 


sideración que (z z 797 


RA 
2 
4 
a coa \ (Аа (8), z (8) de = liz (ОР. 


0 


а (4z, 2) =0, 
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Puesto que A > 0, 2 (0) = 0, de aquí se deduce que 
120 1P=0, 2()=0, 20 2 (0. 


Indiguemos una propiedad de importancia do la solución 
del problema (2) cuando f (t) == 0: 


Пи < еме и (0) П. si 4 = 49 >0, A 
donde ^ es el valor propio mínimo del operador А: 
А = М, k= 1, 2, +. MN 0O<A<M<--<ky 
Con el fin de demostrar (4) buscaremos la solución и (+) del 
problema (2) en la forma 
М А 
u= Ў а (0, le O= 2 од (0. 
“ “ 


Al sustituir esta expresión en la ecuación (2) con f (t) == 0, 
hallamos 


н 
D (ла) 6-0, 
imi 
у, por lo tanto, 22 + Maa =0, оу (t) =o (0) ам, do 
suerte que 


x x 
llu or= 2, ah (еам < ema! Y) ай (0)= 
= "ju (0р. 


2. Esquemas de diferencias. Introduzcamos una red de 
paso т según la variable t: or = (6, = nt, n = 0,1,2, ... 
y designemos con yn = y (th) una función reticular del argu- 
mento t, = лт (o bien n) con valores еп HN. Escribamos un 
esquema explícito 


un дуја, 00, 1,2 001 Yo=U0 (5) 


de modo que ул +, se halla por la fórmula explícita 
Unta = Yn — T (Ayn — fah п = 0,1,2,..., Yo = Un (5%) 
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La solución y, del problema (5) depende no sólo de т, sino 
también de N o del parámetro h = 4/№: yn = ун. En 
realidad analizamos no solo un problema (5), sino un conjun- 
to de problemas {5,,n} para cualesquiera т y h. Esto es 
precisamente un esquema de diferencias. A título de su so- 
lución interviene una familia de funciones {у,,„„һ). Para 
no complicar las notaciones, omitiremos los Índices т y ћ 
en los casos cuando esto no lleve a equivocaciones algunas. 
El esquema (5) es esquema de diferencias de un paso (o de dos 
capas). 

En general, por esquema de dos capas se entiende una 
ecuación que liga los valores del vector y (t) рага dos valo- 
res del argumento t = t, y t = fn+ (para dos capas): 


Вул = Су, + Fn, п=0,1,..., 
donde В, С son las matrices cuadradas У х N (operadores 
lineales B, С: HN — HN); yn, Ё, son los vectores de dimen- 
sión N. Dicha ecuación puede ser siempre escrita en la si- 
guiente forma canónica: 


Bai + Aya фа, п=0,1,2,..., =. (8) 


Para determinar y, +, se debe resolver la ecuación 

BYn+r = Op, On = Byn — т (Ayn — Ф). 
Supondremos siempre que existe el operador inverso В-!. 
Si В = Е ез un operador unidad, obtendremos el esquema 


explícito (5). Cuando В + Е, el esquema (6) se denomina 
implícito. Se encuentran con frecuencia los esquemas 


Гам 


+ Аун = Фа (esquema explicito puro), (1) 
Leila 42 A (Un укн) = Фа (esquema simétrico). (8) 


Representan ambos los casos particulares (para а = 1 ус = 
= 1/2) del esquema con pesos 


Yee + А (oyn (0—9) Un) Ф ш=0,1,..., (9) 


el cual puede escribirse en la forma canónica (6) con 
B = E + otA, (10) 
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si tenemos en cuenta que OYn+, + (1 — 0) yn = Yn + 
+ от (Ynga — у„)/х. 

3. Error de aproximación. Sea u = u(t) la solución 
del problema (2) y sea y, = y (t) la solución del problema 
(6); al sustituir өп (6) yn = Un + Sn, obtenemos para el 
өггот Zn = Yn — Un, Un = и (tp): 


BRO + Аз ыч, =0,4,2,...,2=0, (11) 


donde 


Pa = Pn — Aup — В. баата (12) 


es el residuo o error de aproximación рага el esquema (6) en 
la solución и = и (t) del problema de partida (2). 

Sean || ш II, , [|> iko ciertas normas en HN = H}. El 
esquema (6) converge, si || 2, llg,-> 0 para 10, cual- 
quiera que sea n=1, 2, . . . . El esquema (6) es de m-ésimo 
orden de ezactitud, o converge con la velocidad О (х"), 
siempre que 

ll ón Поз = О (17), es decir Ilza lo < Mr", (13) 
donde М = const no depende de т. 

Recordemos que el esquema (6) es de m-ésimo orden de apro- 
zimación өп la solución de la ecuación (1), si para el residuo 
Yh se cumple la estimación 

Пур» ll» = Ое"). (14) 

Aclaremos las condiciones de aproximación del esquema 
(6) con т = 1, 2. Suponiendo que u = и (t) tiene tantas 
derivadas cuanto sea necesario en el transcurso de exposición, 
encontramos 


rm (о 8-0) p tO Oh 


in (а), in (T) 


(e), +00 


на) = innn +O (8), 
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Pa—(4u+ В) аа Айна tO (7) = 
= фа Гана (f— Аш—Ш»из + 
+(Е—В+--А)шил+0 6) = 


= нп +(E—B+ 4) únun+0 (13). 


De aquí se ve que la condición (14) se cumplirá, si 
Па — farali = О (57), 


| (2-8444) |, =0 0. m=1, 2. (15) 


En particular, para el-esquema explícito (en el caso 
B = E) tenemos 


a 


у Pn lka = O (к) cuando Ilon — faisa 11 = O (1), por 
ejemplo, cuando Ф, = fn- 

Si. en el caso del esquema simétrico (0 = 1/2) В = E + 
+ ХА2, | фа — fati ао = O (1%), entonces Ilipa llo = 
= 0 (9), puesto que || (Е — В + тА/2) и lla) = 0; en tal 
caso podemos tomar, por ejemplo, Ф, = fa+1/3- 

El esquema de adelantamiento (0 == 1) es de primer orden 
de aproximación, puesto que |(Е — В + 14/2) и | = 
= 1 || Au 2 = O (1). 

4. Estabilidad y convergencia. Según se ha observado 
arriba, el esquema (6) es estable (respecto de los datos ini 
ciales y del segundo miembro), si su solución depende со 
nuamente de los datos de entrada (de y, y de q»), con la 
particularidad de que dicha dependencia es continua según т 
y N, o según h. Para estimar la solución del problema se usa- 
rá la norma || и lla), y para estimar el segundo miembro, la 
norma |2 |. Hagamos uso de la definición de estabilidad. 

El esquema (б) será estable, si para cualesquiera Yo, Фа 
existen tales constantes M, > 0 y M, > 0, independientes 
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tanto de т, como de N, yo, qn, que para la solución del pro- 
blema (6) se cumple la desigualdad 


їй» la) < M, ll Yo lo + М, máx | Фа ко. (16) 
оска 


Si el esquema (6) es estable y posee una aproximación 
Пра Поз > O cuando т —> 0, es convergente: 


Ilyn — Un lla) > 0 cuando 1>0,n=4,2,... (17) 


(de la aproximación y de la estabilidad se desprende la con- 
vergencia del esquema). En efecto, зї el esquema (6) es esta- 
ble, entonces para la solución zp = у, — un del problema 
(11) se cumple, de acuerdo con (16), la estimación 


Пе Паз < M, máx [рез (18) 
о<а<п 
De aquí precisamente proviene que || 2, lla) > 0, si Ipa а 
— 0 cuando т — 0. 

El estudio de la convergencia y del orden de exactitud se 
reduce al estudio del error de aproximación y de estabilidad 
del esquema de diferencias (6). 
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1. Estabilidad respecto de los datos iniciales. Examina- 
remos un esquema de dos capas en la forma canónica 


Вла y Ау ефи, n=0, 1, ..., 
se ha prefijado el valor inicial у, Є Н, a) 
donde A, B: H — H (H = Н"). La solución del proble- 
ma (1) puede ser representada como una suia у = y® + 
+ 09) de las soluciones de dos problemas 
Blan + 4y=0, п=0, 1, ..., ц (2) 


ваз дуу фа, п=0,1,...,ь=0, (8) 


WW es la solución del problema (2), y® es la solución del 
problema (3)). 


$ 4, Estabilidad del esquema de dos capas 21 


El esquema (1) es estable respecto de los datos iniciales, 
si para la solución del problema (2) es justa la estimación 


їъ la < Ma || Yo Поз (4) 


El esquema (1) os establo respecto del segundo miembro, si 
para la solución del problema (3) es justa la estimación 


Пи Паз < Ma ts, еме» (5) 
Aquí M,, M, no dependen de N, т, т. 


Utilizaremos una condición más simple para la estabili- 
dad respecto de los datos inicial 


ШАКА УА ИН ++ П о < 

< llo llo (Mi = 4), @ 
y, además, la condición de p-estabilidad: 
Iyn llo <P ә lo < + + <P” 1 Yo Па» 


p>0. (7) 

Es evidente que el esquema es estable en el sentido de la de- 

finición (4), si р = е, donde cy = const no depende de 

п, т, N. En este caso р" = е" < esT = M, para 0< 
<t, < Т, сь > 0, o bien р" < 1 para cy < 0. 

Tntroduzcamos en el espacio Н un producto escalar (,) y 


una norma || = || = V (т, 2). Sea Р = D* > 0 un operador 
positivo autoconjugado. A título de norma || y lla) elijamos 
una norma energética 

Iulo = її» = У Dy, y), (8) 

En particular, D = А, D = E о D = В (рага В = В* > 
> 0). De (2) proviene que 

Unti = Sin, S=E—1B"A, (9) 

donde 5 es el operador de transición de una capa а la otra. 

El esquema (2) es estable еп H p, ві es justa la estimación 

ll yns Mo < Ya Mo: (10) 

De la estimación || уһ +, llo = || Syn llo < IIS llo ll Yn llo se 

deduce que la desigualdad (10) es equivalente a la condición 

MS ln S1. (tt) 
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Esta última condición es equivalente, a su vez, a la siguiente 


То = y ЦЬ — Sy lib = (Dy, y) — (05у, Su) 20 
para todo y € H. (12) 


Do este modo, (10), (14) y (12) son equivalentes, es decir, el 
cumplimiento de cualquiera de ellas provoca el cumplimien- 


to de dos otras. 
2. Condición necesaria y suficiente de estabilidad. Teo- 


rema fi , 
Teorema 1. Si А = A* es ип operador positivo autoconju- 


gado y existe el operador B-!, entonces para que el esquema (2) 
sea estable en Ha: 
ll yasa Ma < Il yn la (13) 


es necesario y suficiente que se verifique la desigualdad 
(Ву, 1—F (А, Ш) >O рага todo y ЄН, о bien 
B>FA4. (14) 


DEMOSTRACION. Es suficiente convencerse de equivalencia 
entro (14) y la desigualdad J4 >0, donde 
Ja = (Ay, y) — (453, Sy) = 
= (Ay, y) — (Ay — TABAy, y — 1B-Ay) = 
= 27 (AB-4y, y) — Y (AB-Ay, B-"Ay). 


Al designar В-14у = z, Ay = Вт, obtendremos 
Ja=2r ((Bz, з) — р (42, =) > 0 para todo 26И, (15) 


es decir, las desigualdades (14), (15) y, рог lo tanto, (13), 
(14) son equivalentes. Esto quiere decir que de (14) ргоуіе- 
пей (11), (12) para D = A y (13) (la condición (14) es sufi- 
ciente para la estabilidad). Por cuanto el esquema es estable, 
es decir, se verifica (13) o bien [| 5 [la < 1, entonces J4 > 
œQ, y, por consiguiente, В > 14/2 (necesidad de la condi- 
ción (14)). 

OBSERVACION. La condición (14) puede aclararse con un 
ejemplo del esquema de diferencias 


ь Жам 4 ay, =0, п=0, 1,2, ...,2>0,b>0 
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con coeficientes numéricos a, b. Este esquema corresponde al 
problema de Cauchy 

Ыш (t) + au (0) =0 t>0, и (0) = Up. 
De la fórmula уһ +: = (1 — talb) yn se ve que el esquema es 
estable, es decir, [уы 1< | 1<+.-.<IYo l si ]1— 
— talb |< 1, —1 < 1 — тр < 1, es decir, b > та/2. La 
analogía con la desigualdad operacional В > тА/2 es evi- 


dente. 
3. Ejemplos de aplicación del teorema fundamental. 


zsempLo 1 Un esquema explícito: В = E, А = А* 2 0. 
De la desigualdad de Cauchy—Buniakovski (Ax, z) < 
1421 ППА ПИ |Р se deduce А < 1 А ПЕ, o 

ien 
Е>--А (16) 


Veamos ahora la diferencia В—--хА = ЕЁ —-1-тА > ¿y А— 


ла («ir +) 4. Como que 4>0, entonces la 
condición B—-F-14 > 0 se cumplirá para ч 20, es 
decir, cuando 

<2 4! (17) 


Esta es una condición necesaria y suficiente de estabilidad 
del esquema explícito en Ha (Il yn lla < Il Yo lla)- 


EJEMPLO 2. Esquema (9) del $ 3 con pesos, А = А* 2 0. 
Para dicho esquema B=E+0tA у В—-4-тА=Е+(о— 
1 1 1 ie 
-+) > таг (9) ) А > 0, siempre que 
1 
14 (9-3) unan > 0- (18) 
De aquí se ve que el esquema con pesos es estable en H4 
para todo т > 0 (incondicionalmente estable), зі о > 1/2, 


y es condicionalmente estable para т < 1/(1/2 — o)l A Y. 
si o < 1/2. 
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exEmpLo з, Estabilidad en Н (рага D = E) del esquema 
con pesos (9) del $ 3: 
(E ora) EMU y Ayn =0, п=0, 1, 2, 0.0, 
В=Е-+-отА. (49) 
Aplicando el operador А -! a los dos miembros de la ecuación 
(19), obtenemos 


Вы Ду 0, 0,4, 2,0... 


B=AT+OTE, Á=E, (20) 
Este esquema es estable, en virtud del teorema 1, en Hy = 
=Н(#=Й=Е>0 ра 0 8 = А 
1 1 1 М A 
+0 — 5) "£ > (pag + (03)1) E>0, os decir, si 
se cumple (18) (өп este caso se ha tomado en consideración 
la estimación A > rE la cual se deduce de (16)). De 
este modo, de (18) se infiere que para (19) es justa la esti- 
mación (10) cuando D = Â, es decir, 
lyn I< ll Yo ll (21) 
El esquema (19) puede ser escrito en la forma 
Уһ = Syn, S = (E + охА)-1) (E — (1 — 0) tA), 
A=4*>0. (22) 
Por eso, si зе cumple la condición (18), para dicho esquema 
es justa la estimación (24), lo que significa 
IE + отд) (E — (1 —0)14) | < 1, 


siempre que 1 + (о — 5) ПА 1220. (23) 


Esta estimación nos hará falta en lo que sigue. 
4. Estabilidad en Н. 
TEOREMA 2. Si А = А* >> 0, В = B* >0, entonces para 
que el esquema (2) sea estable en Н y: 
I Yati Па < Ilyn las (24) 


ез necesario y suficiente que se cumpla la condición (14). 
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DEMOSTRACION. Escribamos el esquema (2) en la forma (9) 
y mostremos que la condición 


1Sla<1 (25) 


es equivalente a la desigualdad (14), es decir, de (14) pro- 
viene (25), y, viceversa, de (25) proviene (14). 
Sea y un vector arbitrario de H; representémoslo en la 
forma 
x 


у= Y tn 
A 
donde (8,) son los vectores propios del problema 


AEn = АВЫ. љ> 0, 
1, k=m, k, т=4, 2, ..., № 


вы, 6.) в [у кшт. (29) 
Teniendo presente que Sër = E, — 1846, = (1 — 
— Tn) En, BSE, = (1 — тА) Ву, encontramos 
К Н 
(ву, у= 5а. (n= È Аай, 
г y 27 
(ву, 50) = E ANS sm 2) ой = р 
=IISIb (ви, v). 
donde 
ПП = máx (1А в) 
ї1<л<лм 


La desigualdad (25) es equivalente а la condición 
e <2, k= t2, ... А (29) 
la cual, а su vez, ез equivalente a la desigualdad (14), pues- 
to que 
5 тм 
z 
(ву у 04 И У а (1-3). 
=! 
Con ello queda demostrada la equivalencia de (24) y (14). 
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5. p-estabilidad. 

TEOREMA з. Si А = А* > 0, B=B*>0, entonces la 
condición necesaria y suficiente de la p-estabilidad del esque- 
та (2) con р > Q cualquiera: 


Пута llo SP Ilyn llo D=4, В, (30) 
será representada por las desigualdades operacionales 
Звала tHe B. (31) 


Demostracion. Las desigualdades (34) son equivalentes 
a las condiciones (véase е] cap. I, $ 4, р. 4): 


A В, в... (80) 


donde A, son los números propios del problema (26). 

Admitamos que D = B y son justas (31) ó (32). De (32) 
se deduce — р < tùn — 1 < p, |1 — тА | < p, у, en vir- 
tud de (27), || S а < р (puesto que || S Ilh es una constante 
mínima, para la cual se verifica la desigualdad (BSy, Sy) < 
< M (By, y), es decir, es justa la estimación (30) suficien- 
cia). Si es justa la estimación (30), entonces | 1 — Tk | < 
< p, y, por lo tanto, quedan cumplidas (32) y (31) (nece 
sidad). 

Análogamente se demuestra el teorema рага D = А, ві 
se toma en consideración que 


N 
(ASy, Sy = У ah (1— TAS máx (1— h) (Ay, 0). 
= Г 


De (30) se infiere 
ll yn llo < р" Il Yo Ilo- 


Surge una pregunta: ¿en qué condiciones tiene lugar la 
estimación apriorística 30у соп р < 1? La respuesta se 
ofrece por el siguiente 

TEOREMA 4. Supongamos cumplidas las condiciones 


А = А> 0, B = B* >> 0, ү,В <А < vB, ү, > 0. (83) 


En este caso para la solución del problema (2) es justa la esti- 
mación 


[ун llo <p llyn llo. Pp =1— тт, D=4, В, (84) 
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slempre que E 
<Te “+ (35) 

Para la demostración se debe calcular la norma || $ ||» = 
=11SIla= máx, 14—1% | bajo la condición de que Y< 
<< (0<y=h<A<...<i=%: Veamos una 
diforencia pa = (1— Th) — А) = 2 (А-А) х 
х (1-3 А). Do aquí so vo que Ф220 para 1— 


-4 Фа) (mti (и) =0, es 
decir, máx | 1— tå, |= 1— тү, si т< т. El teorema está 
AÚN 
demostrado. 
6. Estabilidad respecto del segundo miembro. Método 


de las desigualdades energéticas. Analicemos ol problema 
y reescribámoslo en la forma 


Ynti + Syn + Вефа, п =0,1,..., 
S=E—1B4, y = 0. (36) 
Hagamos uso de la desigualdad triangular 
ll Yn+x llo < Il Sys lo + + 118%, llo < 
< ILS llo ll yn lo ++ Il Ben П. (37) 
Si se cumplen las condiciones del teorema 2, entonces В = 
=B*>0,D=B,yI1S llo = [|$ lp <1 para B > 54, 
В-Ф ЦЬ = (В (Bgn), В-Ф) = 
= (В-1фь, Pa) = 11 Pn liba, y de (37) proviene 
Il Yata llo < Il yn la + + ЇЇ pa в-а 
Al sumar según п = 0, 1, 2... y teniendo presente que 
Yo = 0, obtendremos 


"es 
Пи По 2, ФА llar (38) 


Esta estimación apriorística expresa la estabilidad del esque- 
ma (1) respecto del segundo miembro bajo la misma condi- 
ción (14). 
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Pueden obtenerse también otras estimaciones. Con este 
fin aprovechemos un método, bastante genoral, de desigual- 


dados energéticas. Sustituyamos y, =+ (Yn ни) 5 х 


x tn оң (1): 


La +3 A (Unos HUn) = On: 


х Y 
(5-34) 

Multipliquemos esta ecuación escalarmente por 2 (Yn-+1 — Ya) 

y tengamos en cuenta que (A (уһ. + Yn), Ynga — Vn 

= (Ayanti Ynt) + (Ау, Yn+1) + (Аук +, Yn) — (Ayn, Ул, 

(Ayn+is Ynti) — (Ай, Yn), puesto que (Ayn, Yn+1) 

= (Ayn+1, Un) en virtud de que А es autoconjugado. De re- 
sultas se obtiene una «identidad energética» 


эт (в) ва, Sanda) + (Ayni, Un) = 
= (Ayn, Yn) +2(Qn+ Ynrs—Yn)- (39) 


De aquí se ve que para p=0 y B>F A será justa la 
estimación (13). 
Transformemos 2 (Ф, Una И) = 2 (Фа, 
Con este fin hagamos uso de la desigualdad 
же 1 
Пао (Ува) (Y E b) <et а. ыа, 


donde a, b, e > O зоп unos números cualesquiera. En nuestro 
caso 


2(Qar Ина) <2 ll a |< 
а b 
ое |а NS 
Al sustituir esta estimación en la identidad (39), obtendremos 


2((8-8-4 а) Innin , Indo р 


Unos Un ) 
Е Р 


+ ll Unos NA Un ПА + зї». (40) 
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Si se cumple la desigualdad 
B>E+FA, 2>0, (41) 
entonces de (40) proviene (sustituyendo л рог k) 
AAA SS 
Al sumar según К = 0, 1, 2,..., п — 1, obtenemos una 
estimación 


st 
їз lago +A тїк (42) 
= 


que expresa la estabilidad del esquema (1) respecto del se- 
gundo miembro y de los datos iniciales en Ha. 

ExempLo. Esquema con pesos (1): В = E + отА. Рага 
dicho esquema la condición (41) significa que 


a= eE + (0—4) 14>0. 


En particular, la estimación (42) es justa para e = 1 y 
а > 102. 
7. Estabilidad asintótica. Рага ol problema de Cauchy 


а РАш=0, 1>0 и(0)=и 
se ha obtenido en el $ 3, р. 1, la estimación 
Па (2) ет || (0) |1, 
donde А, = mín M (А). 
a 
Buscaremos las condiciones, bajo las cuales la estimación 
análoga tiene lugar para el esquema (2). Usaremos el teoro- 


ma 4. Supongamos cumplidas las condiciones (33). Enton- 
ces, debido a (34), (35) 


л 2 
Пи. Ае". ре то р. (63) 


De aquí se desprende una estimación que expresa la propiedad 
de la estabilidad asintótica 
Пи lla<e= | Yo lla (44) 


(aquí se ha tomado en consideración que р = 1 — ty, < 
< em). 
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Analicemos el esquema con pesos y supongamos que 
SEXASAE, 8=%M>0, А = А20. (45) 
Calculemos y, у үз. Teniendo presente (45), tenemos 
1 1 r 
B=E+014>(-7 +) A= 4 


E! 
=> A (46) 


в) 


ё A 
o 
Para un esquema explícito y, = б, y, = А la condición 
de estabilidad asintótica 
252/08 + A) (47) 
es próxima a la condición de estabilidad usual con p = 1. 
Cuando о 52 0, la condición т< 2/(p, + ya) conduce а una 
desigualdad 
2 + 2 (0-1/2) x (6+ А) —20 (1 — о) 84 >0. 
Cuando o = 4, se cumple para cualquier 7, es decir, un es- 
quema implícito puro con о = 1 es incondicionalmente es- 
table asintóticamente. El esquema simétrica 


Ll E Amt) 9-1, (48) 


es asintóticamente estable а condición de que 

з<т*, 1=2//8A, (49) 
y incondicionalmento estable en el sentido habitual. En este 
caso 

ремне) селт 
y resulta lícita la estimación 

Пуп ет" уо para т<т*, о=1/2. (50) 

¿Qué sucederá, si la condición т < ту no se cumple, es decir, 
si > ту? Entonces, máx | 1 — sàn | se logra no para k = 1, 
sino рага k = N yp = тү, — 1. La asintótica de la solución 
de un problema de diferencias (соп t, grandes) nada tiene en 
común con la solución asintótica del problema de partida. 
De este modo, la perturbación de la estabilidad asintótica 
lleva а la pérdida de la exactitud del esquema para t grandes. 


Capítulo VI 


Métodos de diferencias para las 
ecuaciones elípticas 


En este capítulo se examinarán los esquemas de diferén- 
cias y los métodos de resolución de las ecuaciones en diferen- 
cias para la ecuación de Poisson y ecuaciones elípticas de 
coeficientes variables. 


$ 1. Esquemas de diferencias para la ecuación de 
Poisson 


1. Problema de partida. Examinemos la ecuación de Pois- 
son 


SÍ (Ziu а). (1) 


Buscaremos su solución que sea continua en un rectángulo 
C =G UT = {2 = (2, зу): OL Ta Lla a=1, 2) 
y que tome en la frontera Г los valores prefijados: 

u |F = p (z) (2) 


Un problema definido por la ecuación (1) y la condición (2). 
recibe el nombre de Dirichlet (primer problema de contorno). 

2. Esquema de diferencias «cruz». Para la resolución 
numérica del problema (1), (2), introduzcamos en С una red 
E = (и, б), ia = 0, 1, ‚Ма, 

2) y designemos con y, - 

у) © uza меб reticular delinida гә 
©» hy y Ву son los pasos de la red según las coordenadas de 
ЕЛ 


У Tr 
Con el fin de escribir un esquema de diferencias para (1), 
(2) aproximemos cada una de las derivadas 0%и/0х& en un 
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molde tripuntual, suponiendo 
Bu (ah 2) (tr) и (zH za) 
2 М = 
дш ‚иба, 2. — №) 2и (21, ха) Һи (ту, 294 ha) sü 
En] hg a 
el signo ~ significa la aproximación. Haciendo uso de estas 
expresiones, sustituyamos (1) por la ecuación en diferencias 


yli, ta) —20 (h, ta) + Y lti, ha) 4 
М 
нш а=. ауа _ уа, ы, (з 


o bien, еп la forma abreviada, 
Viso o АШ ll h) = а, Ыы. 

En las designaciones sin Índices tenemos 
Vaz (AV „(= —1 (2), a= lih izha) E0 (6). (4) 
A esta ecuación se le debe agregar las condiciones de contorno 

у= р (2), х= (hh, ih) € Ya (5) 
La frontera уһ de la red está constituida por todos los nodos 
(0, ia), (Na, ia), (0, 0), (is, Na), a excepción de los vértices 
del rectángulo (0, 0), (0, Na), (Wi, 0), (Ni, Na) que no se 


emplean. La ecuación en diferencias (3) está escrita en un 
molde pentapuntual 


(1—4 ia) (144 ia), (o da), (iy is — 1), (а ia +1). 


El esquema (4) se denomina a menudo esquema cruz. Si 

= hy = h, es decir, si las redes según z, y z, coinciden, la 
red œp se llamará cuadrada. En esta red el esquema de di- 
ferencias (4) puede ser escrito en la forma 


ylis h)= 
— Жс 46у (044, ы-у (ha, и (hs baH) (a, ta) 
я = 


Para la ecuación homogénea ( = 0) obtenemos 
vlie 4) = 000—1, а) иа, i) 
жиб аниа, hti 
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es decir, el valor en el centro del molde se determina como 
media aritmética de los valores en los nodos restantes del 
molde. 

3. Error de aproximación. Sea u(x) la solución del 
problema de Dirichlet (1), (2), y sea y = y (i, i4) la solu- 
ción del problema en diferencias (4), (5). Veamos un error 

2()=y()—u() z= (hh, ish) € on 
Al sustituir y = z + u en (4), (5), obtenemos para el error 
z = z (z) una ecuación no homogénea 
As= a 2 Hizm =P (2), ZEO (G) (6) 
con la condición de contorno homogénea 
2=0 cuando EY (7) 


Aquí 
Ф (2) = Au + f (2) = ис, +47, tI (T) (8) 
es el residuo o error de aproximación para el esquema (4) 
en la solución u = u (z) de la ecuación (1). 
Mostremos que 


pism ALA, (9 
donde 
мазм (} Ж], (59): 


En efecto, tomando en сотона las fórmulas 


и (zi £h, 2) =u (z, а) th 00 E 2+ 


Эре» а) „М de GE o а) 


NE Ev =), Tx. +0 0<0,<1, 


u (zy анаи =) £ ha gi (zn а) 


HALTE (an a) a a) + 


М дш 
MESES эң ln ah) 22 БӨА, 0<0,< 1, 
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encontramos 


э (ар 7) O =) 00 a Eo a 


De aquí y de (1) proviene (9). 

Así pues, el esquema (4) es de segundo orden de aproxi- 
mación. 

4. Esquema de orden aumentado de exactitud. Haciendo 
uso de un molde nonapuntual (z,, ту), (2, + №, 22), (ту), 
Z, + hy), (т, + hy, ту + ha), podemos construir un esquema 
que tenga el cuarto orden de aproximación (y de exactitud), 
si suponemos que la solución del problema (1) — (2) u = 


= u (z) € С (бу. Dicho esquema tiene por expresión 
ку = (^+ ^+ AP Ал) y= 00), zeon 
vae 261 
Аш= уы, AY = Ve 
91H ЛА. 
La comprobación inmediata muestra que el residuo es 
фе Au +9 = 0 (|h |). (11) 


Para el error z = y — и, donde y es la solución del problema 
(10), obtenemos 


Nz=—p(%), 2606 2=0, zEvm (12) 


(10) 


5. Propiedades del operador de diferencias. Sea y(x) una 
función reticular definide sobre la red ш, = ол (б) e igual 
а cero en la frontera y, de la red, y sea 92 un conjunto de 
funciones reticulares y. 

El operador A se definirá del modo siguiente: 

Ay=—Ay=—Vz,z — Yz, Para cualquier yEQ, (13) 


donde @ es un espacio de funciones reticulares que están de- 
finidas en los nodos interiores de la red w, y coinciden еп 
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dichos nodos con y, y (z) = y (х) рага z € оһ. Al designar 
ФО A 


op EG, де 0о<а<ь 


Фе Оса а=һ—Һ 
ФВ, О, ла 


Фф (x) = f (z) en los demás puntos = Є оь, escribamos el 
esquema de diferencias (4), (5) en una forma operacional 
Аф = Ф, y EH, (14) 


donde H = Q. 
Introduzcamos en H un producto escalar 


Mid ма, > 
m »= 2, 2, Y (ln t2) V (lo ta) hiha 


y probemos que el operador A es autoconjugado. Represen- 
temos А en forma de una suma А = A, + Ay, donde Аш = 


Zæ» Y mostremos que cada uno de 


los operadores «unidimensionales» A, y Ay es autoconjugado. 
Será suficiente probarlo para el operador A,. Veamos un 
producto escalar 


(Ay, 0) = 
у я 
=- E MLS, а Ыра ым). 15) 


Aprovechemos la fórmula unidimensional de Green (сар. І, 
$4): 


муа. А 
2 Ya lo (in h) h= 


dll db, o da) he 
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Sustituyendo esta expresión en (15), obtenemos 


мі Nit Я 
(аи, =D ЪЗ do ыбы, n Ым) = (и. A) 
De un modo análogo nos convencemos de que Aj = Ay, 
y, рог consiguiente, 
(Ay, v) = ((А, + A) y, v) = (Аш, v) + (Aw, y) = 

= (Y, Аш) + (Y, Aw) = (y, Av), 
es decir, A* = А. 


Si hacemos uso de la primera fórmula de diferencias de 
Green 
ма, m Ж» 
2, Быш. йш, т — Y (йб ын, 


obtendremos 


E аы» 
(A u= 2 ® 2% Oz, o Ш) >0, 


ra 


y, análogamente, (A,y, y) œ 0, de suerte que А >> 0, es 
decir, А es un operador definido positivo y autoconjugado. 

No es difícil encontrar las fronteras б y А del operador А, 
es decir, los números, para los cuales se verifican las de- 
sigualdades Е < А < ЛЕ, donde E es un operador uni- 
dad. En efecto, se ha mostrado en el $ 4, cap. I que 


PEN t 
а 5 бо, AS Ў Oz, Co Dh< 

СЕК 
<А 8 ба, шу, 


donde 
Rh, 1] 
= запа 5, а= cost Эу. 
Al sumar estas desigualdades según iy = 4,2, ..., №, — 1, 


obtendremos 6, (y, y) < (Ауу, у) < А, (у, Y)- 
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Del modo análogo encontramos б, (y, у) < (Азу, у) < 
< As (y, y), donde 


dl л, 4 EN 
NS соат бун. 


De aquí se desprende 


Sly IP < (Ay, y) <A Ily IP, (16) 
donde 
(17) 
ААА cost Tahtar сое 2, 


En el cuadrado (Һ = 
= №, = h) tenemos 
8 


6 вел, A 


= 1) en la red cuadrada (A, = 


cost, б+Л=уу. (18) 


6. Problema de diferencias en valores propios. Plantee- 
mos un problema: hallar tales valores del parámetro А 
(valores propios), para los cuales ol problema homogéneo 


У Yi, HAY =0, Eom y=0, zEv (19) 


tenga soluciones no triviales (funciones propias). Recurrire- 
mos al método de separación de variables y buscaremos la 
solución del problema (19) en forma de un producto 


Y (ж, 23) = v (д) w (ду) 92 0 (20) 
de función v (21), dependiente sólo de тү, y de función ш (ту) 


que depende sólo de z. Al sustituir (20) en (19) y al dividir 
рог у = vw, obtendremos 


(2, 2) € 01: (21) 


EI primer miembro depende sólo de дү, mientras que el 
segundo, sólo de ту; la igualdad (21) es posible sólo bajo la 
condición de que 


v- we 
мо, EM, 
w 
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donde A = const. De aquí resultan dos problemas uni- 
dimensionales en valores propios para los segmentos 0 < 
<ih <l, y 0< ih, < ly, respectivamente: 


бы, БАЮ =0, 0О<а=щ<Һ, 
0=0, һ=0, №, (22) 
Wa, №000, 0< z= ihg < la, 
w=0, ¿=0, N, (23) 
donde М9) = — AD, o bien А = А0 +40. 
Recurriendo al p. 8 del $ 4, cap. I, escribamos la solución 
de los problemas (22), (23) en la forma 


4 Akh, 
94 son? ЯА 
A e 


оа) тю HE, kmt, 2, ..., MiA, 
A = үр son? Fiata 
шр (z) = Ип тын, k=1, 2, ..., М, 


donde Za == ШЙ, і. = 0, 1,..., №, @ = 1, 2. 
De aquí se deduce que el problema (19) tiene valores 
propios 


ШИШ? 
qn, 


ka=1, 2... М1, а=1, 2, (24) 
y funciones propias correspondientes y, = 0%, (21) шу, (т): 


4 лк Жул, 
Un = йл, (Zo 24) = V Ln HE sen LE, 


‚2. (25) 
Estas funciones propias están ortonormalizadas: 


(Инт Ymm) = Or imiÓr omo 
De (17) y (25) se ve que 
бешп Ал, а A= mix Mn Ам, 
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donde 5 y А se determinan según las fórmulas (17). Para 8 
y А son justas las estimaciones 


П 1 4 4 
вв (qtr) i<et (26) 


7. Estimación de la velocidad de convergencia del esque- 
ma «cruz». Principio del máximo. Para el error z = y —u 
del esquema en el p. 3 se ha obtenido el problema (6), (7), 
donde 
v()=0(1h P), [AP = +h (27) 


bajo el supuesto de que la solución и = и (т) € СФ (G) 
del problema de partida (1), (2) sea suficientemente suave. 
Demostremos que el esquema (4) converge con la velocidad 
O (| h |?) (es de segundo orden de exactitud) en la norma 
reticular С, es decir, que [| z lle = O (| h [*), donde || z lle = 
= máx |z (2) |. Para esto nos hará falta la estimación de 
Oh 

la solución del problema (6), (7) a través del segundo miem- 
bro de зр. El problema de contorno de Dirichlet ез un caso 
particular del problema 


LY = ана, Ба-а a Би, Yi a 


ба-а Ба, ав itt = Ф 
z= (№, №); у=. хЄүһ (28) 
donde а=а4,4,, b= bi, 1, son los coeficientes. 
En el caso (4) tenemos 
1 1 
а= (ғар), 
busi, a= g bi зрә 09) 


Ы, 0. 
El operador £ [y] puede anotarse de otra forma: 
LY diia + Ва, i Win а, о) + 
+ its, i (Ys, 


donde dpi, = 04, — В, -1, 4 batt, д, Ви, 4-10, 


250 Cap. VI. Ecuaciones elípticas 


Supondremos cumplidas las condiciones 
d=d411,>0, Biz, >0, Б, ,+1220. (31) 


Para el problema (4) tenemos d = 0. 

TEOREMA 1. Supongamos cumplidas las condiciones (31) 
y que ф (т) > 0, y |, >0. Entonces, la solución de la ecua- 
ción (28) es no negativa, es decir, y (z) > 0 en todos los nodos 
de la red 9, = ©, (б). 

DEMOSTRACION. Supongamos que la afirmación del teo- 
rema es falsa y existe por lo menos un nodo zi, = (№1, 
18%.) en el cual y (дү) < 0. Entonces la función y (z) ha de 
tomar en cierto nodo interior de la red un valor negativo 
mínimo mín y (z) = y (za). En este nodo зе verifica la 


h 
ecuación (28). Si d (z) = 0 y q (z4) = 0, la ecuación (28) 
se verificará sólo bajo la condición de que y (z) = y (Za) 
en todos los nodos del molde. Sin embargo, por cuanto 
ф (т) = 0, existe un nodo Zis, еп el que y (т„„) = Y (Zis) = 
= mín y (т) = со < 0, y, al menos en un nodo, por ejemplo, 
para х = туу tenemos ууу > со, У, Por consiguiente, 
Ж (yl а, <0, que contradice la condición £ [y] = 
= ф (z) >Ô. La contradicción obtenida demuestra el teo- 
rema. 

TEOREMA 2 (TEOREMA DE COMPARACION). Sea y (z) la solu- 
ción del problema 


LlVi=9 Eon Y=M ZEV (32) 
y supongamos cumplidas las condiciones (34). Si 
lo) 1<P (0), zE0m In(1<u() ZEY» (33) 


entonces, para la ecuación del problema (28) es justa la esti- 
mación 


Lu (z) <Y (2) para todos los z € ©». 
Basta por convencerse de que para las funciones и = 


= у(х) + y (z), v = у (z) — y (т) quedan cumplidas las 
condiciones del teorema 1, y, por lo tanto, u (х) > 0, v (т) > 


> 0, o bien y (z) > —y (2), y (z) < Y (2), es decir, | y | < Y- 
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_Así pues, la función y (z) es una mayorante, Si la mayoran- 
te y (z) queda hallada, la solución del problema (28) viene 
estimada de acuerdo con el teorema 2. Para el problema (4) 
elijamos, a título de mayorante, una función 


TO= СШ? (0а), P+ (84) 


Calculemos al principio ф= Ж [у] = — Ay = СА (224-22) = 
=C (Azi + Aari) =4С, puesto que (z3); = сур (а +A 
— 2ш] + (7, — ħ)’) = 2. De la fórmula (34) se ve que 
E = y (2) >0 еп la frontera ул. Volvamos ahora al pro- 


blema (6), (7) para el error z = y — и del esquema (4). Eli- 
giendo 4C = |% lc, y teniendo presente que z |, = 


obtenemos | z (z) | < y (z) < СЇЗ, de suerte que 


Па По 22-19 По. (35) 


De aquí у de (9) se deduce la convergencia uniforme del es- 
quema (4) con el segundo orden de exactitud. 

oBservacion. La ecuación (28) puede ser sustituida por 
una ecuación de la forma más general 


LiI=a3v0)- 2 blz, y ®=Ф(а), (36) 
{е 


donde a (z) > 0, b (z, E) > 0, о (z) es un conjunto de nodos 
E + z del molde con centro en el nodo z, con la particula- 
ridad de que 


d(2)=a(2)= У) b(z, E>0. 
кә 
Para la ecuación (36) son verídicos los teoremas 1 y 2. Cuan- 


do se trata de un esquema con el orden aumentado de exac- 
titud, el molde consta de nueve nodos, el conjunto о (z) de 


ocho nodos, y en este caso a = + (hī? + ha"), mientras que 


en el segundo miembro se tienen coeficientes + (БАда — hz"), 
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$ (ón — h), los cuales son positivos sólo a condición 
de que 


1/5<h/h<V 5, 


y, Por consiguiente, la estimación (35) se obtendrá bajo di- 
cha condición. 
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1. Métodos directos. Método de separación de variables. 
El sistema de ecuaciones en diferencias para el problema de 
Dirichlet del $ 4, 


Ауу, Б, 100), =6әһ у=р, ZEY (1) 


cuenta соп una matriz de alto orden (№, — 1) (М, — 1). 
Se toman habitualmente N,, №, ~ 50 — 100, de modo que 
el número de ecuaciones en el sistema (1) es igual а 102—104. 
La resolución de un sistema de orden tan alto, por el método 
de Gauss, exigiría aproximadamente (N, — 1} (M, — 1/9, 
esto es, 109—101 operaciones, si el sistema (1) no tuviera 
una calidad muy buena: la matriz del sistema está débil- 
mente llenada y sólo tiene —5N,N, elementos distintos de 
cero. Por esta razón, para la resolución de un sistema de 
ecuaciones en diferencias se logra construir los métodos que 
requieren O (N In N) e incluso O (№) operaciones, donde 
N = (N, — 1) (N, — 1). Describamos uno de los métodos 
directos de resolución del problema en diferencias de Di- 
richlet de la ecuación de Poisson en un rectángulo. 
Escribamos el problema (1) en una forma 


А bi =O (e), Єз, 01,=0, (2) 


donde y (2) = y (2) para z € œn, y y (z) so determina según 
las fórmulas (14) del $ 1. 
Su solución puede encontrarse por el método de separa- 
ción de variables. Sean (vù (za), ME) (= 1, 2,.. 
- + N, — 1) funciones propias y valores propios del pro- 
blema 


Ay +w 


0, zeon v(0)=v(1)=0. (3) 
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Гы expresiones para АЙ! y vi? (ту) se han aducido en el р. 6, 


Desarrollemos la solución y (т, 24) y el segundo miem- 
bro Ф (ду, т) según las funciones propias (027): 


е кел 
#@„ 2)= Y cn (21) va (2a), 

aa 

кє 
ө 20 Ў Pn (2) vn (а), © 
donde za =Й, ia = 1, 2, .. n Ма—1, а= 1, 2, 


сь, (21) Y Pa, (тү) Son 195 coeficientes de Fourier, por ejemplo, 
ть) = $, hap (En iata) on, Cihad- 
Apliquemos un operador A = Л, + Л, al producto 
сл, 
Ла, (ы) в, (2) = 
к, (21) Аке, (2) + с, (а) Ау, бы) = 
=, (2) Asta, (2) — Aen, (2) 0, бы) 
= Ау, (21) — Ае, (21 a, (23). 


Ahora, al sustituir esta expresión en (2) y al tomar en соп- 
sideración (5), obtendremos 


кє! 
Ў), Ае (2) Mic, (29 (а), (5) 60. @ 


En virtud de que la función (va, (ту)} es ortogonal, esta 
identidad se verifica sólo cuando es ¡gua a cero Ja expre- 
sión encerrada dentro de las llaves 
Мех, (24) — Mica (21) = —Фх, (21), 

в = 4,2... N¿—1, 


а 0< 4 < Ny сь, (1А) = 0,6, = 0, №. (7) 


254 Cap. VI. Ecuactones elípticas 


Efectivamente, multiplicando (6) escalarmente por vy, (z4), 
tenemos 


Ka 
Ў Er On vad) Ch. =0, 


к= к=! 


0 


2 (Эба, = 


donde {-),, ез el contenido de las llaves (6). 
Los problemas (7) se resuelven por el método de factori- 
zación; se necesita emplear N, — 1 veces en total el alogrit- 
mo de factorización para k, = 1, 2,..., №, — 1. Cono- 
ciendo ca, (zı), hallaremos la solución del problema (2) 
según la fórmula (4). Con este fin se requiero, primero, cal- 
cular los coeficientes de Fourier фу, (2) (k, = 4, 2, 
‚ N, — 1). De las fórmulas (4) y (5) se vo que y (ду, z; 
, (2,) se calculan según las fórmulas de una misma forma: 


Y Pr 


ma 
m= У, озеп ЖЕ, 1—1, 2,..., M4. (8) 
ЕП 


Se ha elaborado un algoritmo especial de transformación 
rápida de Fourier para calcular sumas, el cual permite obte- 
пег la suma (8) en el transcurso de 5/ log, У operaciones 
aritméticas (cuando № = 2”, siendo п un número entero) en 
lugar de O (N?) si se usa el modo de sumar habitual. Este al- 
goritmo permite hallar la solución del problema de partida 
(2) en el transcurso de O (N,N, log, N,) operaciones. El 
método de separación de variables puede combinarse con el 
de reducción o descomposición que representa una modifi- 
cación del método de Gauss. De resultas obtenemos un algo- 
ritmo con el número de operaciones Q = 5M,N, log, Na 
que es dos veces menor que el número correspondiente para 
el algoritmo de separación aducido más arriba. 

2. Métodos iterativos. Los métodos direc! son más 
económicos cuando se resuelve el problema de Dirichlet en 
diferencias para la ecuación de Poisson en un rectángulo. 
Actualmente existen programas estándar en el lenguaje algo- 
rítmico FORTRAN y ALGOL para resolver las ecuaciones 
de Poisson en un rectángulo con las condiciones de contorno 
de tres tipos y también con las condiciones de contorno mix- 
tas. No obstante, cuando el dominio no es un rectángulo o 
cuando se analizan las ecuaciones de coeficientes variables, 
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se aplican los métodos iterativos. En realidad los métodos 
directos son económicos sólo en el caso en que las varia- 
bles se separen. 

En el cap. III se ha estudiado la teoría de los métodos 
iterativos para una ecuación. 

Ау = Ф, 

donde А = A* > 0. La comparación de diferentes métodos 
se realizaba para el problema unidimensional modelo en el 
segmento 0 < z < 1: 

Yi = NJ (2), z=ih, 0<i<N, у= ук = 0. 


Para el problema citado el operador А tiene la forma Ay = 
= —у Las fronteras del operador se determinan por las 


constantes 


A 4 o 
a 


El número de iteraciones para los métodos, estudiados en el 


cap. Ш depende de la razón 


ne a 0) 


Veamos ahora, a título del problema modelo, un problema 
de Dirichlet bidimensional en un cuadrado unitario (l, = 
= l, = 1) sobre la red cuadrada de paso ћ = №, = hy 


Va Pr Ф, Y EH. (10) 


El número de intervalos por cada una de las direcciones es 
N, de modo que A =1/N. 

Las fronteras б y A del operador A se han determinado 
en el $ 1 (véase (18) del $ 1), la razón т = 9/A coincide 
соп (9). De aquí proviene que el número de iteraciones по 
depende del número de mediciones (si h, + ћ,, l 9 Ly, 
depende poco). Por esta razón, las estimaciones del número 
de iteraciones de diferentes métodos iterativos, obtenidas 
para el problema modelo unidimensional, siguen siendo en 
rigor para el caso bidimensional. 

En el caso de una red no cuadrada, el número de itera- 
ciones para el problema bidimensional puede diferir un poco 


Ay== 


256 Cap. VI. Ecuaciones elípticas 


del número de iteraciones para el problema unidimensional. 

Aquí se examinará sólo el método iterativo alternado 
triangular para resolver el problema de Dirichlet en diferen- 
cias (10). 

3. Método alternado triangular. Para la resolución de 
una ecuación operacional 

Au=f, A=4*>0, A: H>H, (11) 

hemos considerado en el cap. 111 los métodos iterativos de un 
paso (de dos capas), los cuales se anotaban en la siguiente 
forma canónica: 


B ы-и ФА =, Ё=0,1,...‚,п, 
рага todo „ЄН, (12) 


donde В: H -> H, В = B* > 0. Рата A у В se cumplen las 


condiciones 
BS<ASwYB, n>o0, (13) 


donde y, y ү, Son unas constantes. 
El número mínimo de iteraciones mín л (e) con y, y Ya 
profijadas se consigue a elegir los parámetros de Chébishev 

Вис ЕВЕ 8 1 
Tono % + ЖЕ, 
E, k=1,2,...,n (14) 


donde 0, pertenece a cierto conjunto, especialmente ordena- 
do, de ceros del polinomio de Chébishev; con tal ordenación 
el método (12) es estable desde el punto de vista de los cál- 


Culos. 
Para determinar Іа (k + 1)-ésima iteración tenemos una 


ecuación 
Бума = Ру, Fr = Byn ~Ar (Аук — Р. 
El número de operaciones al calcular уһ +, depende de В. 
Al elegir 
B = (D + әд) D-(D + Ау), (15) 
donde A, y A, son los operadores con matrices triangulares 
А{ = А, А, + Ау = А y D=D*>0 es un operador 
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arbitrario, obtenemos el método alternado triangular. Co- 
rrientemente, D = (d,,1,) es una matriz diagonal. En el 
cap. III fue elaborada la teoría de este método y se han en- 
contrado las constantes y,, Y, у © para las condiciones pre- 
fijadas 


A>SD, ADUASÍA, 8>0, А>б>0, (10) 
las cuales pueden ser escritas en la forma equivalente: 
(Ay, > (у, у}, (DA, AW) S-F (Av, Y). 


En este caso tenemos 


2n 2065 25.5 
e > n=» (17) 
y para el número de iteraciones es justa la estimación 
Ре РИНЕ: ВРЕ: 
ne) mole) турт > (18) 


4. Método alternado triangular para el problema de Diri- 
chlet en diferencias. Volvamos al problema (10). Represen- 
temos el operador А en forma de una suma А = A, + Az, 
donde 


AA 
AY= ta Ау 


y pongamos D = E. El carácter conjugado de A, y Аз: 
A, = Af se establece por comparación de sus matrices о 
¡en con ayuda de la primera fórmula de Green en diferen- 


cias: (Ауу, v) = (у, Ajo) = (y, Азу). 
Para determinar ууу obtenemos una ecuación 
Вук = (E + 041) (E + 043) укы = Pro 


Р, = Ву, + туза (Aya + 9) (Un = н, Ya = O para 
ZE Ya). 
Los valores de у, +: se hallan sucesivamente do la ecuación 


(EHAN =F (Еол) н" 
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De aquí obtenemos los fórmulas 


жы _ рий” (hai, о) ай (и, a EF (а, b) 
йо ы) J 
х=й, a 


хайма (ha HA, 6) айвы (0. 0) (igs Ы) 
О +) 
(19) 


Para determinar у{” (iz ta) elijamos un nodo i = 1, 
1, = 1 en la esquina izquierda del rectángulo; entonces, los 
dos nodos restantes (i — 1, i) y (i, is— 1) del molde 
(а М), (h — 1, 1,) (А, t-1)) зе disponen en la frontera 


у, рог lo tanto, y" (4 —4, i) = Ио (h, 1,0) = 0 
son conocidos. Sabiendo y4? para i = 1, i, = 1, hallamos 


sucesivamente у para h = 2, 3,..., M—1 уһ = 1 
(еп la primera fila). Luego suponemos і, = 2 y encontramos 


sucesivamente y? en la segunda fila para i =1,2,... 


- «+ N — 4. Con el fin de hallar Т realizamos los cáleu- 
los en el molde ((k, i), (h + 1, 4), (h, da + 1)) según 
las columnas de arriba abajo: fijamos i = M, — 1, № — 
— 2, ..., 2, 4, y para cada і, cambiamos is = №, — 1, 


N,—2, ..., 2, 1. Empezamos la cuenta de yy, con el 
nodo (i = N, a — 1) en la esquina derecha 


superior. Se debe observar que la cuenta de Jay, puede rea- 
lizarse también según las filas de derecha a izquierda: 

mos da = Na As Na 2,» 2, 1 y para сайа із саш- 
biamos һ = №, — 1, .., 2, 4. Es más, el cál- 
culo de 04” podemos llgvario a cabo mo por las filaz: ізо poe 
las columnas de abajo arriba. Esto lo muestran las mismas 
fórmulas. 

Los cálculos se realizan por las fórmulas recurrentes (19); 
la cuenta es, evidentemente, estable. El algoritmo del tipo 
semejante se llama (como ya se ha indicado) algoritmo de 
cómputo móvil. 

Calculemos el número de operaciones aritméticas que со- 
rresponden а un nodo de la red: el cálculo de Ру requiere 


ља i) =È; 
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10 operacionos de adición y 10 operaciones de multiplica- 
ción; el cálculo de у з, con Fa prefijada exige 4 operaciones 
de adición y 6 operaciones de multiplicación. 

En total se exigen 14 operaciones de adición y 16 opera- 
ciones de multiplicación para determinar ууу, en un solo 
nodo. El número de operaciones puede ser disminuido con- 
servando en la memoria de acceso rápido no una, sino dos 
sucesiones, (ya) y {W+}, y empleando para la determina- 
ción de ук+ un algoritmo 


(E + А) буза = Aya + f, (Е + 0 li = Do 
Ynti = ук + Таа 


En este caso рага pasar de y а ууу Son suficientes 10 ope- 
raciones de adición y 10 operaciones de multiplicación por 
un nodo. 

5. Elección de los parámetros del método alternado tri- 
angular para el problema de Dirichlet en diferencias. Para 
poder aprovechar la teoría general expuesta en ol cap. III 
(véase el $ 5, cap. ІШ), es necesario hallar las constantes 
бу А que intervienen en la condición (16). En nuestro caso 
A = Ау + A, > ôE, donde б es el valor propio mínimo del 
operador А igual а 


8=4 (зр sont ш + ip na ы) (20) 


Examinemos ol operador А; 1А, = А,А,. Toniendo pre- 
sente que 


AT = As, (аЬ, + ab? < (aì + ad) (01 + М), 
encontramos 
(А, Аш, Y) = (Азу, Аш) = 
4 i 
(ба) 1)< (57 
мана 


ч) Y Y lu) + (eii, А 


К] 


ж) (WA шы, у= 


(рез) Ann, 
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puesto que (véase el $ 1, cap. V) 


хз на жыз ка 
(Ay) E, da Ў м 5 А 3 (lt te 


Al comparar las desigualdades 
(44, у (згр) (000 y лафа, 
concluimos que 
a=4 (рар): e) 


Conociendo б у A, encontramos т = 8/A, y, según las fór- 
mulas del $ 5 del сар. У, determinamos los parámetros yy, 
Ya, E, después de lo cual estimamos el número de iteracio- 
nes por la fórmula 


newn gft, Ps 


Haciendo uso de n (e), eligimos una totalidad estable de los 
parámetros de Chébishev оу, тъ у о = 2/8 

Comparamos los siguientes métodos de resolución re- 
ferente al número de iteraciones ny (e): el método de itera- 
ción simple ($ (e)), el esquema explícito con una totalidad 
de Chébishev (л (е) y el método alternado triangular 
(л (е) para el problema bidimensional modelo (10), em- 
pleando las fórmulas aproximadas л!” (e) = 2/12, ny (e) лг 
= 3,2/h, n” (в) = 2,90 h para е = 10 (tabla 2). 


rasa a 
Я | бв | “Фе | "Po 

1/10 200 32 9 

1/50 5000 160 2 

1/100 20 000 320 29 


6. Ecuaciones en diferencias con coeficientes variables. 
Supongamiós que se pide resolver en un rectángulo С = 
= ((2,, 2): 0< Za 1а = 1, 2) un problema de Dirichlet 
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para la ecuación elíptica de coeficientes variables: 
Lu = Lu + Lau = —f (2), 


т = (z, 1)€6, и=р (0), EF, (22) 


Гаи рас (kal) да), 0<0<k (де, a=1, 2, 


donde с, y с, son unas constantes. Para k, == k, = 1 obte- 
nemos la ecuación de Poisson Ли = —/. 

El esquema de diferencias se construye sobre una red 
wn = (2 = (ihr, toa) |ia = 0, 1, - > ++ Nasha = lalNa, 
a = 1, 2). Todo operador La se sustituye en el molde tri- 
puntual (Za — Ёш, Za + ha) por un operador de diferencias 
1 (иаш (u—u ), 
AA Ta 
donde ulti) = и (6, +4) hy, izha), м9 = u (ie, (in & 
+ 1) №4). Рага a, y a, pueden elegirse las expresiones más 
simples 

а (т, 21) = k, (2, — 1/2, 2) = 4-00, 
а, (Z1, 24) = К, (Zis т, — 02%) = №1020, 

que aseguran el segundo orden de aproximació 
Aat — Lau = О (hà). 


De resultas, al operador Lu se le pone en correspondencia un 
operador de diferencias sobre el molde pentapuntual: 


Au = Ayu + Ayu = (аи), + (азиз) 


Ha) es, 
Фа 


Ааш= (aati; )s, 


Escribamos un esquema de diferencias 
Ay = — (2), z € Om y = p (2), £ E Yu (23) 
О<а< а, < с, а = 1, 2, 
correspondiente al problema (22) 
Introduzcamos en un espacio de funciones reticulares 
Н = О» el operador 
Ау = = Аў, A=A,+ Az 


Ау =—Aj, Ay = — Aw 
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y escribamos (23) on la forma operacional 
4у = Ф, у ФЕН, 
donde q difiere de f sólo en 4 nodos de frontera 
(а= 1, N,—1,0<4<N) y (0<4<N, i= 
= 4, №, — 4). 


El operador А өз, evidentemente, autoconjugado: (Ау, v) = 


Do la fórmula 
ыа, Ы н у 
— Ў йай бА 


y de la desigualdad 0 < с, < а < с, proviene que 


с, (Ry, y) < (Ay, y) < с, (Ry, y), о bien аА <А < 
%с,8, (24) 


donde А es el operador de Laplace estudiado más arriba 


Ву= Va Vi (25) 
De aquí concluimos que 
eE <A < сЕ, 


donde ô у А ве definen por las fórmulas (20), (24). 
Para resolver el problema (23) podemos aprovechar el 
método alternado triangular con un operador 
= (Е + oR,) (E + oR,), В, +В, = В, Ri= 
= R, рага D = Е. 


En este caso tenemos yB < А < 18, dondo y, = сур, 

Ya, mientras que y, у ya зе han encontrado para el 
тат (25). Рага el número de iteraciones tenemos la 
siguiente estimación 


һо Emo 9) урта. 
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Рага una ecuación de coeficientes variables se requieren 
V cafe, veces más iteraciones que para la ecuación de Poi- 
sson. 
Sin embargo, podemos omitir la introducción del operador 
R, correspondiente al operador de Laplace, representando 
inmediatamente el operador de coeficientes variables en la 
forma 


A=41+ As, 
1 1 
Аш= уу (аш +F Vam) + у, (0215, g Yans) » 
4 1 

Аш= — (atyn +g van) — у, (и 3 н). 
El operador В se elige en la forma 

B = (D + 04) D> (D +04), (26) 
donde D = d (2) E es una matriz diagonal. Para poder apli- 
саг la teoría gonoral se deben hallar las constantes ô y A 


que figuran en las condiciones А > 8D, ADA, <$ A- 


El coeficiente d (z) se escoge a partir de la condición de 
mínimo de la razón y = 8/4, y, por consiguiente, de máximo 
de E = т/р. De resultas se obtiene un algoritmo en el que 
el número de iteraciones п, (e) depende poco de la razón 
сусу. De esto precisamente nos dice la tabla 3. 


Г аста ЕТТЕ 

= 

A aa] | 2sm 
2 2 2 45 39 
8 46 2 90 47 
32 92 25 180 53 
128 184 26 360 57 
512 367 26 720 59 


Capitulo УП 


Métodos de diferencias para resolver la 
ecuación de conductibilidad térmica 


En el presente capítulo se examinan los esquemas de 
diferencias para resolver la ecuación de conductibilidad 
térmica. Se ha investigado detalladamente una ecuación 
unidimensional con coeficientes constantes. Se aducen esque- 
mas de diferencias para una ecuación multidimensional de 
conductibilidad térmica con coeficientes variables. 


$ 1. Ecuación de conductibilidad térmica con 
coeficientes constantes 


1. Problema de partida. El proceso de difusión del calor 
en un vástago unidimensional 0 < z < l se describe por la 
ecuación de conductibilidad térmica 


u 
о уу (Е-е) +f (z, 1), 0] 
donde и = и (х, t) es la temperatura en el punto z del vásta- 
go en el momento t; с es la capacidad calorífica de la uni 
dad de masa, p es la densidad de la masa, cp es la capacidad 
calorífica de la unidad de longitud, k es el coeficiente de 
conductibilidad térmica y fọ, la densidad de las fuentes tér- 
micas. En el caso general k, с, p, fọ pueden depender no 
sólo de z y t, sino también de la temperatura и = и (z, t) 
(ecuación casi lineal de conductibilidad térmica) e incluso 
de ди/дх (ecuación no lineal). Si К, с, р son constantes, en- 
tonces (1) puede anotarse en la forma 


Hat, =, @ 


donde a* = k/(cp) es el coeficiente de conducción de tempe- 
а. Sin perjudicar la generalidad de nuestros razona- 
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mientos podemos considerar а = 1, l 
troduciendo las variables ту =, f 
nemos 


1. En efecto, in- 
t, h =" f, obte- 


on 
tte 0<m<t 


з= 
Se examinará aquí el primer problema de contorno (a veces 
suele decirse: problema inicial de contorno) en el dominio 
D = {0<z<1, 0<1t< T). Se pido hallar la solución 
и (z, t), continua өп D, del problema 
Publ), 021, 0<tST, 
u (z, 0) = u (09, 0621,00, 0 ш (0 (3) 
ut h=, OKT. 

2. Algunas propiedades de las soluciones de la ecuación 
de conductibilidad térmica. En virtud del principio del 
máximo, para la solución del problema (3) tiene lugar una 
estimación 


á NS 
en "E = 
<máx( máx Jup(z) 1, máx [ш (0) 1, máx [иг (0) 1) + 
geza ogier ост 


т 
+f máx If 91а 00) 
Joa 


Tomemos una ecuación homogénea con las condiciones de 
contorno homogéneas: 


Jie 0<z<t  0<t<7, 
1(0,9=u(1,9=0  0<t<7T, (5) 
и (z, 0) = uy (2), 0<r<t 


La solución de este problema se halla por el método de sepa- 
ración de variables en la forma 


ua y exa. © 


266 Cap. VII. Ecuación de conductibilidad térmica 


donde A, у Хь (z) son los valores propios y las funciones pro- 
pias ortonormalizadas del problema 


X"+X=0, 0<гт<1, X(0)=X(1)=0, 
iguales a 
M = Әт, Xp (2) = VŽ son knz, (7) 
con la particularidad de que 


: 
(Xn Xm)= | Х, (2) Xm (2) dz = бы, 
? 


е ( 1, k=m, 
mE 0, km. 
Efectivamente, todas las soluciones particulares (armó- 


nicas) uy (=, t) = cre "RX, (т) satisfacen la ecuación у 
las condiciones de contorno (5). De la condición inicial 


иба, 0) (0) Ў ахь) 8) 


se hallan los coeficientes су = (up, Хь). 
Do (6) у (8) se infiere 


lu 01 = (u (z, б, u (z, 0) = 
= 3 A ресет 3 а=е-® шр, 
С = 


puesto quo 

Па 4, А>... >а 
De este modo, рага la solución del problema (5) resulta 
justa la estimación 


lu (2) ети, |, м= л, (9) 
que exprese la propiedad de estabilidad asintótica (para 
t— оо) del problema (5) respecto do los datos iniciales 


($ 4, p. 7, cap. У). Debido a que A, = k?n? crece con el cre- 
cimiento de К, a partir de cierto momento t. en la suma (6) 
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se hará preponderante el primer sumando (primera armó- 
nica), es decir, tendrá lugar una igualdad aproximada 


u (z, t) ce mx, (2). 


Esta otapa del proceso lleva el nombre de régimen rogular. 
3. Esquemas de diferencias. En el dominio D introduzca- 


mos una red 
Ön = (at): 2 = ih, у=), 1=0, 4... 
N, h=4/N, j=0,4,..., L, т= TIL} 


con los pasos: h según z y т según t. Al cambiar la derivada 
respecto de z por la expresión de diferencias 


(5), - шыш шау 


obtendremos en lugar de (3) un sistema de ecuaciones dife- 
renciales en diferencias (método de las rectas) 


Аш. i=4, 2, a 
con las condiciones de contorno e iniciales 
(0 = 0, vy (0 = шщ, vi (0) = uo (20 


Para la resolución numérica de este problema sustituyamos, 
por analogía con el сар. V, la derivada respecto de £ por una 
razón de diferencias 

vit! 


14 
а Е 
аы адр AA o, 


= Аш, 


y tomemos el segundo miembro en forma de una combina- 
ción lineal de valores рага t = ty (еп la j-ésima capa) у 
t = tja (en la (ў + 1)-ósima capa): 

eel 

HOTH Ay (10) Ayit ph (10) 
donde о es el parámetro, mientras que фі es cierto segundo 
miembro, por ejemplo, фі = fi, pl = /1*!'®, etc. Se deben 
agregar aquí las condiciones complomentarias 

Y a (b), Y = и. (0). yi = uo (z) (11) 

=0.1,2,... байы; 
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El esquema (10) está definido en un molde 6-puntual 
ias бм) (ш, tj) lio y) 
х х х 
х х х 
(zimi t) (zn t) (Litro ty) 


Examinemos un esquema explícito (0 = 0) en el molde 
4-puntual: 


nti- nait 


=p EN 


Los valores en la (j + 4)-6sima capa se hallan por la fór- 
mula explícita 


и (о) иа). 


En el caso de а = 1 obtenemos un esquema completamente 
i o, esto es, un esquema con adelantamiento en el 


(12) 


Hia ян 
ай ы = HAH ы. аз) 
Para determinar y{*' do (13) obtenemos el problema de con- 
torno 
ич и ГЕ) ES įti= =F}, 0<ї<М, 
зи F rvit i, А 


=y tph yt! = u (tja) И = u (tjai), 


el cual se resuelve por el método de factorización. 
Se usa frecuentemente un esquema implícito simétrico 
(a veces se denomina esquema de Crank — Nickolson) con о = 


мни 2d А 
eN ques == ты) фр. 
(14) 


Los valores de y +! en la nueva capa se determinan en este 
caso también por el método de factorización para el problema 
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de contorno: 
зи (6) ин je vt 
yit = (ld Y (н), (15) 
В (1-5) +35 а) 4701 


=—Fi, 0<i<M, 


En el caso general (рага о cualquiera) el esquema (10) 
se denomina esquema con pesos. Cuando а = 0, el esquema 
es implícito e y]?! se determina por el método de factoriza- 
ción como una solución del problema 

otAyitt — yiti = — F}, 0<#< №, 


yit =u (tjn), И =u (ty j=0,4,... (16) 


Procedamos ahora al estudio de las propiedades del esquema 
(10) con o cualquiera. 

4. Estimación del error de aproximación. Con el fin de 
estimar el orden de exactitud del esquema con pesos (10), 
зе debe estimar primero el error de aproximación (el re- 
siduo) y hallar las estimaciones apriorísticas que expresan 
la estabilidad del esquema respecto del segundo miembro. 
El esquema de diferencias (10), (11) toma en consideración 
los datos iniciales y de frontera exactos. Escribamos el es- 
quema (10) en la forma sin índices. Al introducir las de- 
signaciones 


у=, у=! Ay= у „== И 


itty 
y 52 к= = оу}! 4 (1—0) yi, 
obtenemos 
у= Дуе) + (Tt) E юл, y (z, 0) = uo (2), 
Y=Mm( ууш, (0) (==), ¡=0,4,...). 


(17) 


Sea u = и (т, tj) la solución exacta del problema de parti- 
da (3) y sea y la solución del problema de diferencias (17). 
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Sustituyondo en (17) y = 2 + и, obtendremos рага el error 
z= y — и las siguientes condiciones: 


= AñO +, (E, 1 € Ore 
z (z, 0) z (0, 0) =z(4, 0) = 0, (18) 


donde 
ъ= Ашо ъф us 


es el error de aproximación del esquema (17) еп la solución 
u = и (z, t) del problema (3) (el residuo del esquema). 

Encontraremos el desarrollo de p según las potencias de 
h y т en el entorno del punto (тү, 1 = ty + '/ут). Al tomar 
en consideración que 


la epu g (0—4) Tüp 


e өң 
tato, 


a 4+31), 


vam а 035 м 
зой др ТОС, 


Au=u; = ашу O(h), Шш=%%, 


obtenemos 
+= LT +o—7+ (0—4) LAE 

+43 Lu4 0 (1428). 
Por cuanto, en virtud do la ecuación (3), 


Ге TH 


entonces 


LE a Lu 4 Lf 
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y 
v+ (9 (0—4) 117) + 
+ (+ (0-3) +) осом. 
De aquí so ve que 
Y=0(5+1) para ф=/ у oki, 
Y=0 (+h) para p=] y с=+. 


imos с de un modo tal que el coeficiente de L*¡ sea 


0=0%= (20) 
y ponemos ф igual a 
O=T+3ELF, o bien фе 74-0 А7 (21) 


(ambas expresiones se diferencian en una magnitud О (ht), 
puesto que Л/ — Lf = O (А3), obtendremos un esquema 
con el orden de aproximación aumentado (respecto de z): 
y =0 (ht + 1*) рага а = о„. Este esquema es también 
implícito, por lo cual yi*! se halla de la ecuación о,тАу — 
— y = —F por el método de factorización. 

5. Estabilidad del esquema. Volvamos al estudio de la 
estabilidad y de la convergencia del esquema (17). Veamos, 
primero, el esquema explícito (o = 0) y el esquema impli- 
cito puro (о = 1). La ecuación (17) para el esquema explí- 
cito se escribirá en la forma 


2r A 
цн (15) ИИ +8) Hh 0, 
(22) 
yiH=0, yitt=0, убио (д), O<I<N. 
Si el coeficiente de у] ез no negativo, es decir, si 
© т, (23) 
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entonces do (22) proviene que 


W е? lle + тЇ ө” їс. (24) 
donde |у Пс = máx | y, |. La sumación según k de O a 
ogien 
j—1 nos da 
Ja 
ША АИ +3 TS (25) 


Esta desigualdad expresa precisamente la estabilidad en 
una norma reticular C del esquema explícito respecto de los 
datos iniciales y del segundo miembro bajo la condición 
(23) (el esquema explícito es condicionalmente estable). 
toral esquema implícito (17) con о = 4 se escribirá en la 
forma 


ЗЛИ ун = — Р,= щт) 


o bien 


+ 
зи (на 


yin =yjH=0. 


Ahora, hagamos uso del teorema 3 del $ 5, cap. 1: para la 
solución del problema 

Aia — Сил + Алы = — 

С = А ФА р, 0<i<N, у = уу = 0 


es justa la estimación 
їәле< | 


En muestro caso А, = Ау, = т/%?, Р, = 1, 
Пие Пе АКА АГИ р^ Пе. (26) 


De aquí, sumando según k = 0, 4, ..., j — 1, obtenemos 
la estimación (25). De este modo, un esquema implícito 
puro es incondicionalmente estable, es decir, es estable para 
cualesquiera т у №. Siendo ø arbitrario, la ecuación en di- 
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feroncias tieno por expresión 

7 DotA ; 
viti (о) ини РЫ 
O<i<N, ин-ин 0, 
2(1— 1 — P 
ві (120902) и 0 (ии) Ht 

De aquí se уе que el coeficiente de yj es no negativo, зі 

т< зис o bion o>1— $. (27) 


Bajo esta condición || Е lle < ll y lle + т 11 llc; aprove- 
chando, luego, el teorema 3 del $ 5, cap. 1, obtendremos la 
estimación (25) para la condición (27). En particular, para 
un esquema simétrico la estabilidad en C tiene lugar cuan- 
do т < А, En realidad el esquema (17), con о > 1/2 es in- 
condicionalmente estable en С respecto de los datos inici 
les, de suerte que 


Пи? lle < Mo NY llo, 
donde М, = const > 1. No obstante, esta desigualdad se 
demuestra de un modo bastante complejo. 
Más abajo se probará que en otra norma la condición 
de estabilidad de un esquema con pesos tiene por expresión 


>0-4-E, (28) 


de modo que el esquema con о >> 1/2 es incondicionalmente 
ostable, mientras que para о < 1/2 la condición de estabili- 
dad, en lugar de (27), se expresa así 
м 
029): (29) 

El resultado obtenido (29) se obtiene а base de la teoría ge- 
neral de estabilidad. 

Por analogía con el $ 4, cap. І, introduzcamos un opera- 
dor A: 


Ay =—Ay, yen, jes, 
donde % es un conjunto de funciones y definidas sobre la 
red wn = (a: т, = н, =0,1,...‚ N, h =1/N) e igua- 
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les a coro en la frontera рага i = 0, N; o y es un conjunto de 
funciones definidas en los nodos interiores de la red х € 
Em = lu: =1h,1=4,2,..., N—1,h=4/N 
Escribamos el esquema con pesos en la forma canónica: 
Ва + Az = Ņ (t), t€ 0, 7(0)=0, В = Е + от4. 
(30) 
Con este fin resulta suficiente sustituir 209) = 02 + (1 — 
—0)2=2+0(2—2) = z + otz en (18). 
El operador A es, de acuerdo con lo mostrado en el cap. 1, 


autoconjugado y positivo: А = A* > 0, si el producto es- 
calar en / lo definimos según la fórmula 


Ns 
ш »у= 2 иил. 


La estabilidad del esquema (30) fue investigada on el 
сар. V, donde probamos que el esquema (30) es estable en H 4 
cuando 


1 1 
о>®=т—түдү: 6D 


4 


En nuestro caso || A || cost 2%. Do aquí proviene que 
= q 


h 
el esquema (17) es estable para cualesquiera т y h, siempre 
que о > 1/2. Si о < 1/2, el esquema será estable para 


4 
тутат: 
Al sustituir aquí || А || 22 2/2, obtenemos 


y Y 4(2—о)т<т. 
En particular, cuando о = g, tenemos 4 (1/2 — 04) т = 
= h?/3 < h?, es decir, el esquema con un orden de aproxi- 
mación aumentado es incondicionalmente estable. 

6. Convergencia del esquema. Con el fin de demostrar la 
convergencia del esquema (17) se debe obtener la estimación 
apriorística para el problema (30). Hagamos uso de la 
desigualdad para z, obtenida al investigar la convergencia 
de los esquemas en el cap. V, en virtud de la cual para (30) 
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y (18) es justa la estimación del error 
El 
Пата 2, ПИ para 00, оов. (32) 


Al sustituir aquí Аг=2;,, hallaremos 


Па = (Аз, 2) = — (86 


y aprovecharemos la estimación 


пене 5 (3 һо; 0)" 


а 
De resultas obtenemos 
ja 
Па о Y Ае (33) 
з 


es decir, el esquema (17) converge en la norma reticular С 
con la velocidad [| y? — u’ 1с = || 2” [с = О (h? + т) para 
с Æ 1/2, а > do, || llo = 0 (h? + т), а = 1/2. Si сь > 
> 0, es decir, si т > h*/o, entonces para el esquema о = о, 
es también justa la estimación (33) y 


Ilzi lle = O (ht + т?) para с = Oy. 


7. Estabilidad asintótica, La propiedad de estabilidad 
asintótica (рага 2 — оо) del problema (5) respecto de los 
datos iniciales se expresa por la estimación (9). Para £ gran- 
des la solución del problema (5) se determina por la primera 
armónica 


u (z, t) eje X, (z) 


(régimen regular). Es natural exigir que la solución del pro- 
blema de diferencias 


y = Лу + (1 —0) Лу х=й, t 
¿=1,2,...N—t, o 84) 
y (0. 0) = 0, y (i, 0) = 0, y (z, 0) = и, (х) 


posea las propiedades analíticas. 
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En el cap. Y para el esquema operacional de diferencias 
con pesos 
By+Ay=0, t€op y(0)=Y, B=E-+0rA, 
ВЕСА < ЛЕ, 8>0, А = 4+0 
se ha establecido la estabilidad asintótica del esquema соп 
pesos 


Пие 80 Iyl 
соп la condición complementaria 


T< To (0) 
donde т, = 2/(8 + A) para un esquema explícito (о = 0), 
To = оо (т ез cualquiera) рага un esquema implícito (о = 1) 
y то = 2/V бА para un esquema simétrico (с = 1/2). Рага 
el esquema (34) tendremos 


Ж, Асот ла, бА. 


= A 2 
$ pat А 


Para un esquema explícito (0 = 0) tẹ = }?/2 у la condi- 
ción de estabilidad asintótica coincide соп la de estabilidad 
corriente; el esquema implícito (а = 1) es, como antes, 
incondicional mente estable. Sin embargo, el esquema simé- 
trico (a = 1/2) será incondicionalmente estable en el 'sen- 
tido habitual y asintóticamente estable bajo la condición 
ar h 
1S ARA 


En este caso la solución del problema de diferencias (34) 
con 0 =: 1/2, para 2 grandes, se determina por la primera 
armónica: 


dia ran: 


Aquí р = (1 — 1/208)/(1 + 4/215) = е-% (1 + 0 (ту). 
Si la condición т < то está perturbada, es decir, si 
т > то, entonces para £ grandes predomina по la primera, 
sino la última armónica: 
У} = cp sen л (N — 1) тү = сүр} (—1)! sen лт, 


_ АА—1 
donde р= чаг 6 


nada en común соп la solución de una ecuación diferencial. 


Mx, lo que, por supuesto, no tiene 
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La exigencia de la estabilidad asintótica está estrecha- 
mente ligada con la exactitud del esquema y de hecho signi- 
fica también la exigencia de exactitud asintótica. Esto se 
pone de manifiesto con mayor claridad en los cálculos sobre 
las redes reales para t grandes. Hemos de observar que la 
condición т æ% h/z para un esquema simétrico no parece abru- 
madora. Se demuestra que un esquema implícito puro (a = 1) 
puede asegurar una exactitud admisible para grandes valo- 
res de £ sólo cuando el paso т sea comparable con el de un es- 
quema explícito, con lo que en los cálculos para £ grandes 
el esquema implícito puro queda privado de su ventaja 
principal, a saber, la estabilidad para т y h cualesquiera. 


$ 2. Problemas multidimensionales de la 
conductibilidad térmica 


1. Esquema de diferencias con pesos. Examinemos en un 
plano z = (z,, z,) un dominio С con la frontera Г. Buscare- 
mos la solución del problema de conductibilidad térmica 
en el dominio С = С + Г рага todo 0 <: < T. Se pide 
hallar una función u (z, t) que esté definida en el cilindro 
б; =б х 10, Т = (к, t): 266.0<1< T} y que sa- 
tisfaga еп Qr = G x (0, TÌ = ((2, 0: €G,0<1<7T) 
la ecuación de conductibilidad térmica 
du du 
a tar (1 
las condiciones de contorno de primera especie en la frontera 
T del dominio G 


а Lu+] (z, t), Lu= 


u = ple t) ЄТ, 0<t<T, (2) 
y la condición inicial para t = 0: 
u (x, 0) = u (2), хєб. (3) 


Supongamos que С es un rectángulo: 

@ = {к = (а. 3:0 <<, LRS h) 
Introduzcamos еп С una red rectangular 
ту = (ж = (0, афу: аба. 


la=0, 1, 20.1 Nar ha=l Na, = 1, 2) 
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con la frontera 
Ya = (ш = (ih, А) Һ = 0, NV, ,0< i < Му 
= 0, Na 0<54 <N,). 
Aproximemos el operador de Laplace Lu = Au mediante 
un operador de diferencias en el molde pentapuntual (véase 
el cap. VI, $ 1) 
Lu ~ Аш = ирк, FU tixy 


Sustituyamos el problema (1) — (3) por un problema dife- 
rencial en diferencias (método de las rectas): 
DUL — Av, (fi (8), E= (das i), vi (0) = ш (21), 
a Ewn („=н 0), 0<1<. (a 


Introduzcamos en el segmento 0<t<T una red o, = 
= (1, = ju: 0 t, < Т) de paso т. Escribamos un esquema 
con pesos 


WE A oy) O) 
аһ, isha) € 


donde y? = y (21, ti) = y (iy, isis ty), 2 = 
€ 0. Agregamos a las ecuaciones (5) 


y (z, 0) = цо (z), z= (hy, isha) € On 
Y (0, t) = ш (0). ZEYm t= jt E өл. (59 
De aquí se ve que para determinar y = у/+! en una capa 
nueva t = {ууу se debe resolver una ecuación en diferencias 
у — отАу = F, F = y + (1 — о) тЛу + 19, 2 € ш, 
у= в. ZEY (6) 
La resolubilidad de este problema se desprende de lo que 
el operador (E — отЛ) es definido positivo para о > 
> —A/(r || А 1), puesto que (E — oTA) y = (E + 014) y 
en el espacio de funciones reliculores y que vienen dadas 
en la red w, y que se reducen а cero en la frontera y» (сот- 
párese соп el cap. VI). Mostrémoslo. 
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Introduciendo un producto escalar 


0) A y (2) v (2) ht 
= 


ма ка 
= X мй м, пот, Бы 0) 


y teniendo presente que (Ay, у) < || Ay Il Ily 1 ПА Il- 
«ll y IP, encontramos 


(Е—отА) y, 0) = (Е от) y, Y) 


= |+ от (4y, 0) > (таг от) (44, y) >0, 


puesto que (Ау, y) => ô || y IP > 0 (véase el cáp. VI, $ 1, 


` Escribamos detalladamente en la forma de índices una 
ecuación en diferencias 


от бы atins, 10) — (1420 (ү, + үш) X 
хш ua баан) = — Риа. (8) 
donde 
AN EN t/h, 
Fi = (1—2 (1—7) (Yi + Y2)) Yara + (1—0) x 
XV (Yi a, а К йаза, ы) + (1—0) ү, X 
X (л. а-на) + Физ, 
Биз =н = (Ын, Ыы) E Ya 
Dicho problema de contorno en diferencias se resuelve гезрес- 


to de y por los mismos métodos que se usan en la resolución 
del problema de Dirichlet en diferencias para la ecuación 
de Poisson (véase el cap. VI, $ 2). Aquí los coeficientes de la 
ecuación son constantes, el dominio G es un rectángulo, ra- 
zón por la cual los métodos directos de resolución de las ecua- 
ciones en diferencias (8) resultan los más económicos. Los 
métodos iterativos son menos económicos. 
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2. Estabilidad y convergencia. Haciendo uso del opera- 
dor A, definido anteriormente en el cap. VI: 


Ау= —Аў= — Уу У. YEÔ, уєй=Н, 


escribamos el esquema (5) en la forma canónica: 


BR, 1=0,4, 0. YU y En, 


В=Е+отА. (9 


El operador А fue estudiado en el cap. ҮІ. Es autoconjugado 
y definido positivo en el espacio Н = © de dimensión 


(N, — 1) (N, — 1), А = А*, bE < A < AE, 
donde 


4 Ah; 4 Rha, 
жргн m taa 
Ва cost Spt co, å=llAl. (10) 


En virtud de la teoría general (véase el cap. V), el es- 
quema (9) es estable en H 4 cuando 


1 1 
б> => an 


En particular, para un esquema explícito tenemos la con- 
dición 


2 2 2y-1 
т-д, о bien т< (р) Э 


En la red cuadrada (h = h, = h) la condi 
dad del esquema explicito tiene por expresión 


1< №/4 


(compárese con las condiciones т < A*/2 para el problema 
unidimensional). De (11) se ve que los esquemas con 
о>1/2, 


incluidos el esquema implícito (о = 1) y el simétrico (0 = 
=1/2), son incondicionalmente estables. El esquema ex- 
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plícito (o = 0) puede escribirse en la forma 


A (12 (+) vha a, „+, a) t 
Pda а а тей 09) 


La suma de los coeficientes de у en el segundo miembro 
de (12) es igual a uno. Si todos los coeficientes son no nega- 
tivos, es decir, si se cumple la condición y, + үз < 1/2, 
Yı = 1/h?, y, = tih}, equivalente a la condición de estabi- 
lidad (12), entonces de (13) proviene una desigualdad 


у! Пе < My? lle ++ 119? lo. 


, J — 1, obtenemos la esti- 


Al sumar según k = 0, 1, 
mación (compárese con el $ 


Р 
Пиле < Muelle + 2 Tole (14) 


que queda en vigor para cualesquiera pasos de la red si el 
esquema es implícito puro (g = 1). En todos los demás 
casos la estimación (14) tiene lugar рага o >1 — 1/тА,. 
Para demostrar la convergencia se debe, como siempre, in- 
vestigar el residuo 


Ф = А (ou + (1 — о) u) + 9 — ur 


Teniendo presente que Au = Lu + O (|h [), |h P = hi + 
+ hi, encontramos, por analogía con el caso unidimensional, 


Y=0 (ihlet) (1-4) 0 (0). 
Para el error z = y — u tenemos un problema 


0, 1, ..., 22=z (0)=0. 


De aquí y de las estimaciones apriorísticas proviene la con- 

vergencia en С del esquema (5) con la velocidad O (т + |A 12) 

para о + 1/2, y O (1? + |h 3) para а — 1/2 (analogía com- 

pleta con el caso unidimensional), siempre que о >t — 
1 


za," 
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Para la solución del problema se cumple, en virtud de la 
estimación obtenida en el cap. V, una desigualdad 


‹ 
Пена < 2) mly" para о > о, дг, о>0, 


— 
donde 
аа = 81А, А-ПА. AY = — hz У а, 


Ra n 
а= к, (a H ® х 
д, ё, г 


Ss 
хь (in шу. 


De aquí proviene la estabilidad incondicional de la conver- 
gencia del esquema (5) en H 4 con la velocidad O (х + |h P) 
рага о 1/2, о > 1/2, y 0 (1* + |h |?) para о = 1/2. 
La investigación realizada más arriba debe ser comple- 
mentada con las condiciones de estabilidad asintótica. 
Por cuanto las condiciones citadas т < 1, se han obtenido 
рага un esquema operacional en diferencias con pesos y оро- 
rador arbitrario р 


A=4*>0,  5E<ASAE, 


pueden ser aplicadas, pues, también para nuestro esquema 
(5). Haciendo uso de las expresiones (10) para ё, y Ay, obte- 
nemos las condiciones de estabilidad 'asintótica т < т“, 


Š (+ ж)" рага un esquema explícito (о = 0) 
тц”, ч" = —Ё 


simétrico (0 = 1/2). 
En particular, рага h, = №, = h, Һ 


ш 
To 


б, Ap de (10), para un esquema 


= 1 tenemos 


8 h 
b= г sent ДЕ, A= Воо), w= 


aj 5° ah -1 м 
тӯ = (sen т) =. 
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El valor límite de vi” es dos veces menor que para el es- 
quema unidimensional (5) del $ 1. 

Un esquema implícito puro (0 = 1) es absolutamente esta- 
ble asintóticamente. 

3. Coeficientes variables. Examinemos el problema (1) 
suponiendo que Z es un operador elíptico de segundo orden, 
con coeficientes variables, privado de derivadas mixtas: 


Іш = Іли + Lyi, Lu=- > (ki @. AS 


Lau =o (в (e, n), 
L ka (0, t) <, (z, 060: =G х (0, Т). 


Aproximemos cada uno de los operadores L, y Ly mediante 
un operador de diferencias lripuntual: 
г А, La~ А 


Лр = (ашу). Ао = (аф) 22, 


donde a, = а, (ih, isha, t), аз = а, (№, у, 0) son cier- 
tas funcionales de los valores k, у kz, respectivamente; еп 
un caso más simple а, = k, (1 — 1/2) h, isħs, t), а = 
= Ka (оду; (is — 1/2) һу, t), lo que asegura el segundo or- 
den “де aproximación: Aau — Lau = О (hå), а = 1, 2. 
Al operador L se le pone en correspondencia el operador de 
diferencias Л: 


Av = Ayo + Ау = (арр) + (арр) 5) 
Escribamos A,» y Лур еп forma de Índices 
ло [а аљ, iha; peta 


эшет 
рвав 
„)—"* 


а (бм, i k 


as 


— az (ihi, йй) 
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El esquema de diferencias con pesos tiene la misma ex- 
presión (5) que en el р. 1. Se escoge el mismo espacio reti- 
cular = @ con producto escalar (7) y se introduce el opera- 

ог А: 


Ay=—Ay= — (аф;,)», — (аў) 


Teniendo en cuenta que рага el caso unidimensional del 
operador А: Ay = — (ау), 


с (др y) < (Ay, y) < с, (Ду, Y), Ду = ~iz 

0< аас, 
по es difícil convencerse de que las desigualdades semejantes 
se verifican también para el operador bidimensional (15): 


< AS ай, = cs: 
De aquí se ve que ôE < A < AE, ô А = сулу, 
donde б, y A, se determinan según las ТА (10). Вага 
hallar y = yř+ sobre la capa nueva obtenemos el proble- 
ma (6), en el que A se determina de (15). En el caso de un 


esquema explícito y se determina en cada nodo z € о, рог 
la fórmula 


Y = y + (1 — 0) тЛу + tọ- 


Para los esquemas implícitos (о 52 0) se debe resolver una 
ecuación en diferencias pentapuntual con coeficientes varia- 
bles. Aquí se emplean los métodos iterativos, de los cuales 
el método alternado triangular resulta ser más económico 
(véase el cap. У, $ 5); el número de ¡teraciones para dicho 


método se expresa por la magnitud O (к In +) ‚ siempre que 


(т = О (А). La descripción del a alternado triangular 
para las ecuaciones en diferencias con coeficientes variables 
se ha dado en el cap. VI; si se aplica a Ja ecuación (6) con 
el operador A del tipo (15), debe ser un tanto modificado. 
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1. Método de direcciones variables. Al comparar los es- 
з e implícitos (5), detendrémonos en dos 
el volumen de los cálculos para hallar y? 
y las restricciones que se imponen sobre el paso т. 

ESQUEMA BXPLICITO: para determinar у/+! sobre la red œ, 
hay que realizar un número de operaciones proporcional 
al número de nodos, es decir, el número de operaciones co- 
rrespondientes a un nodo no depende de la red œp. Sin em- 
bargo, el paso т está rígidamente limitado superiormente por 
la condición т < т, (h): т < h?/4 conh, = h, =h para 
el esquema (13). 

ESQUEMA IMPLICITO (0 > 1/2); para determinar yiH se 
debe resolver un sistema de (N, — 1) (М, — 1) ecuaciones 
оп diferencias pentapuntuales; con este objeto, por lo menos 
en el caso de coeficientes variables, se requiere un número 
de operaciones (correspondientes a un nodo de la red өһ) 
que crece cuando |A |— 0. 

Surge un problema: construir los esquemas en que se com- 
binen las mejores cualidades de esquemas explícitos e im- 
plícitos, es decir, los esquemas a construir deben ser incondi- 
cionalmente estables con un número de operaciones en cada 
capa proporcional al número de nodos de la red оһ. Los es- 
quemas de este género suelen llamarse económicos. Por su- 
puesto, hemos de hacer una especificación de que los esque- 
mas incondicionalmente estables en el sentido habitual han 
de ser asintóticamente estables, lo que conduce a una restric- 
ción del paso mucho más débil (por ejemplo, т < ЇҺ/(2л) 
рага о = 1/2, h, = h, = h, l, = 1, = l) que la condición 
de estabilidad (т < 22/4) para el esquema explícito. Ade- 
más, la condición т = O (h) es natural para el esquema 
Olè + Ih pP). 

Los primeros esquemas económicos han aparecido en 
los años 1955—1956 y se han denominado métodos de direc- 
ciones variables. La idea algorítmica principal (en la que 
se radica la economía) consiste en que para pasar de una 
capa ѓу a otra сара 2; +; se deben resolver, рог el método de 
factorización, las ecuaciones en diferencias tripuntuales, 
primero a lo largo de las filas y, а continuación, a lo largo 
de las columnas de la red op. 
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Demos a conocer las fórmulas del método de direcciones 
variables (esquema longitudinal transversal de Pismann- 
Recford) para el problema (1) соп un operador L: Lu = 
= Lyu + Lyu, donde La es uno de los operadores: 


дш Р ð ди 
Lau= -gg ° bien Lau aa (kale, D)» a=1, 2. 
Sean Лу, Л, los operadores tripuntuales correspondientes 
y supongamos que A = A + Az. Introduciendo un valor 


intermedio de y = у, enunciamos el esquema de dife- 
rencias de direcciones variables: 


A Леа Aa q), кє, 
"з= para ,=0, №, (1) 
AOS 
уе para = 0, Na, y°=u (2), 2 Eb (2) 


donde р es el valor intermedio de la función y (z, t) igual a 
B ja 
A (рч ро). 


Para hallar у/+12 е y? tenemos problemas de contorno en 
diferencias 
AGA y уін — Fi, 
Pi=y 41120 (Ay Ho), z Eon 
ym, һ=0, М, @) 
1/4 TA шун yd — Річ, 
Fi = уз д (Луча фу, zE n 
И), „=0, Na. 
El primer problema se resuelve mediante la factorización 
por las filas (i , М, — 1); el segundo, me- 
diante la factorización por las columnas (i = 1, 2,..., 


<., N, — 1). El número de operaciones correspondientes 
a 'un nodo es finito у no depende de la red. 
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El esquema (3) es establo tanto respecto de los datos 
iniciales, como respecto del segundo miembro para cuales- 
quiera т y |» | y tiene la exactitud O (t° + | |). De esto 
podemos convencernos eliminando y*+/* y reduciendo el 
esquema (1), (2) a un esquema equivalente de dos capas con 
el operador factorizado By: 


+Ay=0%, j=0, 1, ..., y= Н, (4) 


шеу 
E 


=(E+4 А,) (E+ 42), Aay = Ар а, 
a=1, 2, 


donde H = Q os el espacio de funciones reticulares defi- 
nidas en los nodos interiores de la red œp. 

Es evidente que Aa = Ag > 0, a = 1, 2, A,A, = А,А,. 
Por eso B = E + 14/2 + 14,4/2>É + 14/2>14/2, 
yel 1 esquema es estable. 

2. Esquemas factorizados. El operador B, representado 


como un producto de varios operadores В = B,B, ... Bp 
se llamará а, y el esquema correspondiente 
ВУ | дуу, j=0, 1,0... 000), (5) 


esquema factorizado. 
Si para la resolución del problería 
Bav = Fa, =1,2, 


con el segundo miembro е Fa se requiere О (N,N,) 

número de operaciones, entonces para determinar у+!, par- 

tiendo de y? conocido, también son necesarias O (NW) 

operaciones (el operador B es «económico)». Por cuanto 
Вун = В,Ву+\ = Fi, 


el algoritmo se reducirá a la resolución sucesiva de las ecua- 
ciones 


B pYA = P, Byt = узап, 


Apoyándose en la teoría de estabilidad de los esquemas de 
dos capas, no es difícil, partiendo del esquema con pesos, 
construir un esquema factorizado económico (por el método 
de regularización). 
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Así pues, supongamos que 
А=А,+А„ B=E+0t4=E+0r(4, + А), 
А, = Аў, А, = А{. 
En este caso el esguema (9) del $ 2 será estable рага 
o>0o=- mip. Sustitnyamos en (9) el operador B 
por un operador factorizado 
® = (E 4014) (E +04), 
que se diferencia de B en el término o°t’A,A s, 
В = В + A,A, 

Como resultado obtenemos un esquema factorizado 
BUE a 0, у=0,1,...‚, б=щєН, (6) 


del mismo orden de aproximación O ((с — 1/2) т + 1*) que 
tiene el esquema de partida con pesos. Por cuanto el esquema 
de partida con pesos es estable (o > сє), el esquema fac- 
torizado (6) será estable en virtud de la condición 


Š > B > 1A)2, 
que se verifica, siempre que A, y А, son permutables y 
Аў = А„ > 0,'@ = 1,2. 
Para hallar y/+! obtenemos una ecuación ЙЁу+! = Fi, 
o bien 
(E + отА,) (E + 0743) уін! = Pi, 
Fi = By +1 (Ф) — Ay), 
la cual se resnelve sucesivamente: 
(Е+отА)ў = Р, (Е + отд) ун = ў 
(con las condiciones de contorno correspondientes). El algo- 
ritmo que sigue es más económico (a cuenta del cálculo del 
segundo miembro F’): 
(E + 0741) we = Fi = Ф) — Ау), 
E др, (7) 
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Sin embargo, en este caso deben guardarse no uno, sino dos 
vectores (ш+1/% 6 ш?+1 e y’). Cuando а = 1, de (7) se deduce 
el segundo esquema de direcciones variables (esquema de 
Duglass—Recford) 


ум 


= дуна Аш = Ф), 


yiyin _ yny 
(ЕТА) = RE 


3. Método de aproximación sumaria. Соп el fin de obte- 
ner esquemas económicos la amplia clase de proble- 
mas (ecuaciones con coeficientes variables, dominios de 
forma compleja, etc.) hemos de cambiar el concepto de es- 
quema de diferencias. 

Dejamos a parte el concepto habitual de aproximación 
que se ha examinado anteriormente y lo cambiamos por un 
concepto más débil de аргохітасібп sumaria. Aclaremos esto. 
Supongamos que el paso de una capa j а la otra j + 1 зе 
efectúa en varias etapas, еп cada'una de las cuales se uti- 
liza el esquema corriente de dos capas que no aproxima la 
ecuación de partida y, no obstante, la suma de residuos para 
todo esquema intermedio 


р 


v= ya (8) 


tiendo a cero, cuando tiende a cero el paso т según la varia- 
ble t. 

La idea del método de aproximación sumaria puede ex- 
plicarse con un ejemplo del problema de Cauchy para la 
ecuación diferencial ordinaria 


Sh+au=j (i) 220,  u(0=4 (9 
donde а > 0 es un número. Supongamos que 
a=4+4, 20, a,>0, f(t) = h (1) + fa (0) 
(10) 


Es evidente que una representación de tal índole es siempre 
posible. 
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Introduzcamos una гей w, = {tj = jt, j = 0, 1,...} 
у en cada paso (tj, £,,1) resolvemos sucesivamente (en lugar 
de (9)) dos ecuaciones 
di 
Piar (0, 1 << а, 
Fl += бауы (и) 
con los siguientes datos iniciales 
Y (t) = v (t), ven буза) = vo була), 
1= 0, 1,..., vm (0) = uo. (12) 


Como solución del problema (11)— 12) interviene la fun- 
ción 

v (t) = v (t). (13) 

Cada una de las ecuaciones (11) se aproximará mediante 

un esquema de diferencias de dos capas con paso 1/2. Por 
ejemplo, tomemos un esquema implícito 

js Д 
PRT bayine fl, (14) 


+ 
AA Sy 
EE a = f 


Calculemos los residuos tp, y wpa para los esquemas (11). Su- 
tituyamos en (М) 


Pig, yn AG in, ри gis, 
ansi h 
EE pagim — yl, 


jaia 


Фамін р j=0, 4, ..., 
20, y PE auai, 
= tauti, 
Introduciendo aquí 
шч = (u+ 10/2440 (3), u= (u — 2/2/1124 О (12) 


uiti da 
рр ск: 
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obtenemos 
vi = (4/2 + аш — на + О (ч), as) 
Vi = (2 + aqu — fa) + O (0). 

De aquí se ve que pj = O (1), i = O (1), sin embargo 
vi + vi = O (1) >0 cuando 10. (в) 

Todos los razonamientos aducidos más arriba, a partir 
de (10), (11), (14), quedan en vigor si a, y ау representan las 
matrices o los operadores, y и. f, y son los vectores. 

De este modo, el esquema (11), (12) aproxima el problema 
(9) en el sentido sumario (16) (tales esquemas se denominan 
aditivos). 

Para demostrar la convergencia del esquema (11), (12) 
es menester obtener la estimación para el error 2+} = 
= +! — u+ en que se toma en consideración la propie- 
dad (16) de la aproximación sumaria. 

Pongamos 

Va = a+ Vo 
da =(0/24 aat — fat", y4=0(1), a=1, 2, 
DN туар амо 200 тн бун 
donde туч, Ey, son las soluciones de los problemas 


nmas mH Na Maa фа, 


ј=0, 1, .-., w=0, (17) 
Utan) маф, (Наи) j= brnt Wo 
1-0, 1, <., (18) 
E=0, 
=? —-алпуыз Ir (19) 


De aquí encontramos тун, = ту + (ЕФ) = mM = + 
== о= 0, es decir, ту = 0 para cualquier ј = 0, 1, ... 
e. y mb 

mMur=1b=0 (0), a200) (20) 
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De (16) obtenemos 
Тунма ГТА l, 


ТЕЧЕ ISE HORI HTD 
de modo que resulta lícita la estimación 


ан Ў ОА), en 


de la cual proviene precisamente (en virtud de (17)) la con- 
vergencia del sistema aditivo (14) con la velocidad O (t). 

En lugar de (11) podemos tomar otro sistema de ecuacio- 
пез: 


de, 
E) 7 (0), 1а, volt) 006), 


Фа) у ak = 
ар + 90а) falt) << bj va (t) =v (на), 


1=0, 1, ..., vn (0) = uo 
Como solución de este problema interviene la función 
v (t) = Ya (0). (23) 


A diferencia de (14), aquí ambas ecuaciones se interpre- 
tan en todo el segmento t; < t < tj+,, por lo cual la apro- 
ximación de dichas ecuaciones se realiza con el paso т (y по 
соп el paso 1/2, como en el caso (11)) y da los mismos es- 
quemas (14). Los dos métodos de reducción del problema (9) 
al sistema de problemas (14) ó (22) emplean una misma pro- 
piedad 


а=а+а (24) 
y la condición f = fı + fs la cual siempre puede satisfa- 
сегзе. 


Veamos, como un ejemplo, la ecuación de conductibili- 
dad térmica 
Jt Lutf (z, t), 2=(2p д), (25) 
Lu=bu=Lu+Lu, lu= FL, a=1,2, 
т 
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L, y L, son los operadores «unidimensionales». La resolu- 
ción de la ecuación 
Pe 


2 = Lava) fas (26) 


será, evidentemente, un problema más sencillo que la re- 
solución de la ecuación (25). Las condiciones L = L, + Ly, 
f= fı + fa garantizan la aproximación sumaria para un 
esquema que se obtiene como resultado de la aproximación 
corriente, por ejemplo, con ayuda de un esquema de dos 
capas con pesos de cada una de las ecuaciones del sistema 


dv 
агау SS Чу 
A уа о H= 


Do resultas obtenemos un esquema aditivo, un esquema 
unidimensional local o bien un esquema de fisión 


de, 


уну) 
E 
и+ї—у+\з 


=A (oyt H (10) y) 9, хЄө=һ, 


= А; (озу (1 — 09) y+ 112) +h, 


7 
=Є=„» ]=0,1,...‚ (27) 
P =u (21), Єл, 
yaa [А = pit, yiti Ea =p, 
Aquí Лу = уг, Ауу = Yz,z, Los parámetros оу y оу 


se determinan partiendo de las condiciones de estabilidad 
y aproximación. Por ejemplo, cuando о, = о, = 1, obte- 
nemos un esquema con adelanto 


yi+i/2—yi 
————- 


ge Awit teh 1=0, 1, ... 


Awat g, 


Al sustituir aquí y? =z pui, pHa = днл 4 (ui 4 
+ и?+ї)/2, yl = zt! + u+, obtenemos рага el error z 
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las ecuaciones 
был 


= Аана, 
2 
= Аш! +з, 


donde и es la solución del problema de partida (25), зр, y 
Фра son los residuos 


ел 


фл 
шя, шшш. 


De aquí se ve que эр, = O (1), p, = O (1), es decir, cada 
una de las ecuaciones (27) no aproxima, tomada separada- 
mente, la ecuación (25). Tomemos la suma de residuos 


++ 


эе AH Л 
ауа фео |А), 


donde и = иі+1/2, Tomando en consideración Ја ecuación 
(25) para t = t,,1/2, obtendremos 
y + О (54h 12) =0 (1+ h 12) 
OS 
siempre que 
ata = 2140 (13). 
Esto puede ser conseguido suponiendo, por ejemplo, 
Ф=0, ¿=/* o bien ф=ф = //2. 

Se puede mostrar que el esquema (27) converge uniforme- 
mente con la velocidad 

O (t+ |h IP), es decir, [у — ш llo = O (1 + 1219. 


De los ejemplos aducidos se ve que el método de aproxi- 
mación sumaria permite realizar la partición de los proble- 
mas complejos en una sucesión de problemas más sencillos 
y simplificar considerablemente la resolución de los pro- 
blemas multidimensionales de la física matemática. 


Anexo 


Algoritmo de marcha y método de reducción para 
resolver sistemas de ecuaciones lineales con 
matriz tridiagonal 


En varias aplicaciones se encuentran problemas que conducen a 
resolución de los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales especi 
(con una matriz enrarecida que cuenta con muchos elementos nulos) 
lo orden superior, Los sistemas de tal género surgen al realizar una 
aproximación de diferencias de las ecuaciones elípticas o bien al uti- 
lizar esquemas implícitos para la ecuación de conductibilidad térmica. 
Al aproximar en el cap. IV una ecuación diferencial corriente 
de segundo orden en el molde tripuntual, hemos obtenido una ecua- 
ción en diferencias de segundo orden la cual representa un sistema de 
ecuaciones algebrai lineales de (№ — 1)-ésimo orden (№ — 1 ез 
el número de nodos interiores) con la matriz tridiagonal. Con el objeto 
de resolver dicho sistema se Ba construido en el $ 8, cap. Í un método 
cuya realización requiere O (N) operaciones aritméticas. 

En el cap. УІ hemos obtenido, aproximando la ecuación de Роіѕ- 
son bidimensional en un molde pentapuntual, un esquema de diferen- 
la cual corresponde el sistema de ecuaciones algebraicas lineales 
con pentadiagonal de orden № = (N, — 1) (М, — 1), donde 
Ж, = гео us el эшне de modos intariotes sega cala dirección. 
Al partir el vector de incógnitas en bloques, cada uno de los cuales con- 
tenga №, — 1 elementos, obtendremos una inscripción del sistema соп 
matriz tridiagonal de bloques, con la particularidad de que el número 
de bloques еп la matriz citada es igual а №, — 1. Para tal sistema 
hemos estudiado en el $ 2, cap. VI el método de separación de varia- 
bles con la estimación O (М log №) para el número de operaciones. 
Cuando los sístemas semejantes se resuelven varias veces se hace muy 
importante que los algoritmos computacionales sean económicos. 

Más abajo construiremos un método directo para resolver siste- 
mas especiales con la matriz triagonal, el cual exige sólo О (N) ope- 
raciones tanto en el caso en que los elementos de la matriz son escalares, 
como en el caso de la matriz de bloques. 

1. Estudiomos al principio un caso en que los elementos de la 
matriz son escalares. Escribamos el sistema con una matriz tridiagonal 
еп forma de un problema de diferencías trípuntual: 


cya + Си и = Е, 1S1SN—4, у= 0, 
ум == 0, (1) 


donde С es un número, y supongamos que № = 2k + 1. Si escribimos 
la ecuación en diferencias de segundo orden (1) en forma do las rela 
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ciones recurrentes 
шн = Си — иа Е. 1>1 уо = 0, @ 


no será difícil notar que todas las incógnitas y, pueden ser encontradas 

sucesivamente por la fórmula (2), si calculamos y, de tal o cual modo. 

En esto caso, cualquier yy se expresará linealmente en términos de у, 

9.4, Todo lo dicho nos permito escribir para cualquier £ > 1 una co- 
n 


иза = «ца — Bravo — Pa ө 
con los coeficientes ац, Py, ри que por ahora quedan indeterminados. 
Si ponemos 

ъ=, B,=0, p=0, 4) 
entonces (3) se verifica también para ( = 0. Así pues, la solución del 


problema se buscará en la forma (3) para cualquier £ > 
Anotando (1) en forma de las relaciones recurrentes 


na™ Cu— un Fe 1S<N—4, y =0 (5) 


y razonando análogamente, llegamos a que la solución del proble- 
ma (1) para шейт е Nos puedo Ме са реа 


Via = ENYA — NA UN — IN -1v (6) 


si ponemos 
=, n= q=0. (7) 


Observemos que ві уу-у queda determinado, todos los y; so pueden 
calcular sucesivamente según la fórmula (5). 

Hallemos y, 7 д. Con este fin determinemos los coeficientes a, 
Pin ëg Me ри, d: Al comparas (2) y (S) para 1 = 1, у б) Y (O, par 
i= — 1, obtendremos 


==һ=б, рете, реА, а Р e) 


fórmulas recurrentes para determinar los 
» al igual que las expresiones 


Encontremos ahora 1 
coeficientes buscados. Sustituyamos 
рага y; ө у-у que se desprenden de 


и = чай — В-во — Р Via = -ahi — Prado — Pao 
en la ecuación (1). Obtendremos 
—@ч-а — Сол + а) и + Ва — с-а + Bra) Yo + 
+ р-а — Сри + ри = Р, 1>2, 


Para que estas igualdades sean idénticas con £ cualquiera es suficiente 
hacer para (> 


Рі = Срд — р-а Ру, (9) 
а= Сша mas а = Ca — Poo (10) 
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to, haciende do (1), obtendremos ‘< 
AAA 


ям-а= Са! 


12 1. 

буа Сна ёна, Лмә-1=Олн-а-3—“н--з. 
Al sustituir aquí M — £ por t, tenemos para (>> 2 las fórmulas si- 
guientes 


“= Саз — т-а + Pu-i a) 
Br = Сыа Шен M-a = C-s — т a2 
онл pues, las fórmulas (4), (7412) determinan por mpleto los 
cientes Buscado M р ГААН т) ЕУ) bajo Tas condiciones @), 
, == je esto modo, 
фер, (3), TR Кюн ато 


ия = щй — ao — Ри 12 0, a3) 
Via = ам-на — ON IAN — AN- 16 М, а) 

donde 
P= Cra — Pia Б Р 022, ра 0, Рт Р, as) 
u = Cua — t-s + Ён. 1>2 4-0 a= Fra (16) 
ац = Cuan 1>2 a=1 а= С. an 


Con este fin pongamı e 
уа Цо ea с бене O], tendrom Д 


Маа = руу — а-о — Phr Viti = а-на — a UN — а 


Restando la primera igualdad де la segunda, obtendremos una ecuación 
respecto de y, е yN-1: 
oa — али F Opado — La YN = Чал — Ра 18) 


amos una ecuación más para у е ум, suponiendo 1 = k — 1 
A y рага те дата лал ecuación de la 
primera 


акима + аа-а — mao + алим = Phat — 90 a9) 


Teniendo presente que у, = sumemos у sustrayamos (18) 
Y (9). Obtendremos id equivalente D 


(r-i — IN- F Из) = Фа — Ра + Ра — 9 
E еы n H 


al resolver dicho sistema hallaremos los valores buscados do y, ө ум: 


n= aha 
ина = (a 


(20) 


ay [ау (а-а — РА) + a a — 90, (24) 
— аф“ а-у (ака — РА) + An (рда — 901. 
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De esto modo, ol algoritmo de resolución del problema (1) con- 
ле on calcular por las fórmulas (15) (17) los coolicientes ру ц, Pas 
fhai Me Sapp as por las formulas (24) lo valores do y, ya Bor a 
risa Т incógnitas y 1 2, 3, k y рог la fórmula (5) 
para (= N — 2, ‚т. kE 1 con Yo, yy dados © у, ума 
calculados. El algoritmo descrito recibió el nombre de algoritmo de 
marcha. Es fácil calcular que para su realización во necesitan aproxi- 
madamente 8N operaciones. Podemos mostrar que si С ye 2 соз ma/N, 
mm es un número entero, entonces el problema (1) es rosoluble para cual- 
quier miembro segundo y a., + ай. Por consiguiente en este caso 
las fórmulas (24) no contienen la operación de división por cero. 

El algoritmo de marcha descrito arriba puedo sor empleado tam- 
bién en un caso en que С es una matriz cuadrada, Р, son los vectores 

refiados, е os vectores buscados. На do notar gue el problema de 

irichlet de diferencias para la ecuación de Poisson (véase el cap. VI) 
sobre una red rectangular uniforme según cualquier dirección, intro- 
ducida en el rectángulo, puede ser escrito en la forma (1). En este caso 
los valores do la función reticular buscada correspondientes a 
ésima fila son los componentes del vector, mientras que la mi 
es tridiagonal y su orden os igual al número de filas interiores de la red. 
адм а ordon do la matriz С. Entonces los vectores pr, y son de 

sensión М y para calcular ру, 9-4» Pas ga Según las fórmulas (15), 

46) ве exigirán D (MN) operaciones" Es otldenteque el mismo número 
lo operaciones so necesitarán también para encontrar los vectores у, 
2 «ЧУ — 2 según las fórmulas (2), (5). Veamos ahora la cuestión 
sobre ol cálculo de у ө ума. 

Do la fórmula (17) se deduco que ay es un polinomio de grado k 
do C, además, si C es un número, entonces a será un polinomio algo- 
bralco, y si С ев una matriz, ap será un polinomio matricial. Para un 
polinomio que satisface la relación recurrente (17) oxiste una repre- 
sentación explícita: ау = Un (С/2), donde Up (z) es el polinomio de 
Chébisev de segunda especie de grado k: 


(%-+1) arccos z 
аамин ЕК 
= 
К | y уз! улачу"! Е 
тү А 


Haciendo uso de la expresión explícita para ap, k > 0, y decis pre- 


sente es un polinomio cuyo grado mayor tie 
nidad. podana ©йөш Tos siguecias desarrollos 


a Г (0200 99% в) P 
‚ 


Г en 


ааа || (с2а орт в). 
mm 
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Recurriendo а (22) у (23), construyamos el siguiente algoritmo рага 
ballar yy 0 Una? 


Do = Ph — ка — Proa dao We = бла — РА — Prai F Oo 


(с-20 BERE в) пена, 


C—2cos 28) шеа, 1—1, 2.0560 ke 
AFI 


es 


у= 0,5 (ок — ш), vna =045 (һа). 


N, puesto que entre las 
сез de + i = 0 se tiene una que 
módulo es superior а la unidad. La inestabilidad del mismo tipo 


truida actualmente una varianto del algoritmo de marcha estable en 
aquel sentido que el error crece, al crecer N, según la ley potencial. 

2. Método de reducción. En algunos casos, al resolver los sistemas 
de ecuaciones algebraicas lineales con una matriz tridiagonal, es de 
mucha importancia la exactitud de la solución obtenida. El análisis 
do las fórmulas del método do factorización que se emplea para re- 
solvor los sistemas citados muestra quo la fuente del error puedo ra- 
dicar on las fórmulas para calcular los coeficientes de factorización. 
Estas fórmulas contienen la operación de división рог una diferencia de 
las magnitudes quo son próximas en su valor, Más abajo se dará a сопо- 

1 método de reducción para resolver dichos sistemas, privado de la 
ficioncia mencionada. 

Así pues, supongamos quo so requiero hallar la solución de un 
problema de diferencias tripuntual 


Somia + eni — bmn Shi ALIEN 24) 
n=% w=0, 


donde ср = a + bi + di, ар > 0, bi > 0, 4 > 0, N = 2%, La idi 
del método de reducción consiste оп que del sistema (24) зе eliminan 
consecutivamente las incógnitas con números impares primeramente, 
y a continuación con los números múltiplos de 2, ote. 
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Escribamos tres ecuaciones del sistema (24) que vienen una tras 
otra con los números { — 1, £, t + 4, donde i өз un número par. 
aia + (иа + biai + йа) yia — biati = fi-n (25) 

Sai- + (и + bi + di) ьи — Бин = fa, (26) 
тањи (arja + бы + dipa) Иа — Бина = Лы. (27) 
Multiplicando la ecuación (25) рог аф = ay (ap, + bja + dia), 


la ecuación (27) Ф = dy аа + Dipa + а)" y sumando 1 
ecuaciones Баа con (28) арша Гр DT Y з 


HR Pa =, 
l=2,4,6,..., N—2, hmd, yy=0, (28) 
dondo 40 аца, М ВО, ДЭ = afa фа 
Hs Дау, ВӘЛ, а. Si las incógnitas con 


ú uedan halladas (ellas satisfacen el sistema (28)), 
tonces Jas demás incógnitas so dstorminarán según la оа 028) 


el proceso descrito de eliminación de las incógnitas 
puedo ser aplicado al sistema (28), del cual serán eliminadas en el 


APh HPHP и 00, „= Д0, (29) 
1=0, 2, 3.21, ..., N—2l, yy=0, yy=0, 
donde 
a A 
AP =a Pat a Ha, 
PeP a HAP a, (20) 
A), 
A AA 
05921, 22, 3.21, ..., N—2l, 1>1. 
Aquí ss usan las dos iones aP = ag, DP = by, — уф = д. 


de ¡nación se dará por terminado on el (л — 1)- 
ésimo paso, cuando el sistema (29) se componga de una sola ecuación 


Anezo зо! 


incógnita ум/з = узп-з. Ре esta ecuación encontraremos 
0-а Рио Аим 


respecto de 


„== A A A (30 
a "т 00 
Las incógnitas restantes se determinarán según las fórmulas 
Ш-Н, n, 
ЕЕ. +. тан da, за, 
а-ы! 

5.01, ..., №21, (32) 
donde = n — = 0. Observemos 
la fórmula ы io as de la T Ж, 


e método de reducción, en el paso recto 


б шыу ) рага da 
quo el método по re moria complementaria, puesto que 
Fl magnitudes а, BO), d, AD pueden ser dispuestas eh los lugares 
respectivos de aji {Ea 9070), (47D. Para realizar el método 
so necesitan 12N adiciones? 8N multiplicaciones y 3M divisiones. 


ve 


12. 
13. 


. Bakhválov N. 8. Numórical Methods, Ed. Mir, M., 1978 
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баа 


ma nuliidlmenstónales Ye a Ас matemática). 


Lista de designaciones 


эҥ = (1 1=0, 4, ..., №), red con nodos de números enteros 
о Am А, ОСГ М), red uniformo de paso A on 


h, paso de la red op 


wi = у (=) = y (0, valor de la función reticular on el t-ésimo nodo 
de la rod 


Ôn, red no uniforme 
м = z4 — т-д, paso de la red no uniforme Фу: 


ме +) 

Pita™ P (2n, 
nodo (i, 

Эа > (=11, 218, fn), valor do la función reticular en el nodo (t, /) 
оп la nsima capa temporal 

007 == 5, valor de la función roticular bidimensional en el nodo (t, /) 
sobro la (п + 1)-ósima capa 

Ау = иза — и. diferencia derecha on el (-ésimo nodo 

тй = у — исл, diferencia izquierda en el i-ésimo nodo 


би = -z (уи + Ди), diferencia central en el ¡£simo nodo 
Ar = А ( = А (Ау), diferencia de segundo orden 

A Сину devela de ео ак derecha en el modo: xy 
уы L Гу, н, derivada de diferencias izquierda en el nodo тү 
Vega = (йна — Via), derivada de diferencias central өп el nodo zt 


Y н ro, segunda derivada de diferencias 


' v), producto escalar de los elementos y, v € H, Пу = VU, v) 
', operador unidad 

А5, operador conjugado del operador А 

А-1, operador inverso al operador А 

А > 0, operador positivo 

А > 0, operador no negativo 

A > SE, 8 > 0, operador definido positivo 

Пи lla = V (Ay, y), y € H, norma energética 


Espacio de funciones reticulares: 


valor de la función reticular bidimensional en el) 


Lista de designaciones 


aN) 


Anyi = (и. 1 0, 
9 Mi 10 0, yn 0) 


Ямы = (и, t= 0, 
ў, función del Фуа 
Q= (и, (= 0, 1, 


он = 1,2. К 
Produci A ey sis en ты: 


N-—1) 


mn 5 voh, йуй= УФ, 0 


ө, з= Ў мым, 1и1= Иб 
а 


= má = máx 
Пус = и эр! 
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ALGEBRA LINEAL 
Y SUS APLICACIONES 


(3* edición) 


No obstante su pequeño volumen, el libro contiene los problemas 
fundamentales del curso de álgebra lineal, así como sus distintas 
aplicaciones, incluyendo la investigación de las curvas y super- 
[йез de segundo orden, la noción sobre tensores y otros pro- 
jemas. 
En el libro se exponen los conceptos primordiales referentes а los espa- 
cios lineales y euclidianos, y a las transformaciones lineales; además 
se estudian problemas sobre vectores y se obtiene la forma canónica 
de las matrices de las transformaciones autoconjugada y otrogonal en 
el espacio cuclidiano, dándose ejemplos básicos de la teoría de las 
formas cuadráticas. 
Como suplemento a las formas cuadráticas, se examina la teoría 
general de las líneas y superficies de segundo orden. Dos capítulos 
están consagrados a las transformaciones de Lorentz y nociones funda- 
mentales de la teoría especial de la relatividad. En el capítulo sobre 
grupos, además de las definiciones principales, se incluye una selección 
le ejemplos. 
Un mérito evidente del libro es la acertada elección del material, 
sn el cual se han examinado problemas que по entran en el programa 
de los estudiantes de especialidades no matemáticas, pero que son de 
cierto interés para éstos. Con ello, las nociones indispensables previas 
y el nivel de la exposición son tales que, al leer el texto, los estudian- 
tes no encuentran ninguna dificultad. 
La obra está destinada a estudiantes y profesores de centros de enseñau- 
за superior. También les es de gran utilidad а los ingenieros que 
deseen conocer las nociones fundamentales del álgebra lineal, emple- 
ando una fuente que no exige información previa de matemáticas 
superiores. 


Kagán У. 
LOBACHEVSKI 


En este libro se narra de la vida y de las actividades sociales y científi- 
cas del eminente matemático ruso N. 1. Lobachevalá. 

Se relata en detalle sobre la niñez y adolescencia del gran sabio, sobre 
su familia, profesores del liceo que influyeron en la formación del 
carácter y la concepción del mundo del científico. El autor pres- 
ta especial atención a los años estudiantiles de Lobachevski en 
la Universidad de Kazán, y en particular, a sus estudios de las mate- 

icas. 

Gran parte de la obra está dedicada a la actividad científica de Loba- 
chevski. El lector conocerá el manual de estudio titulado "Geometría", 
donde por primera vez la geometría absoluta fue separada de la eu 
diana. Se trata en detalle la creación de la geometría no euclidiana, 
se analiza el trabajo “Geometría, investigación de la teoría de las 
líneas paralelas”. Un apartado importante del libro se destina a los 
años más fructíferos de la obra de Lobachevski (1827—1846), en que 
fuera rector de la Universidad de Kazán. En este período él publicó 
sus trabajos más notables: “Sobre los principios de la geometría”, 
“Nuevos principios de la geometría con la teoría completa de las 
paralelas”, etc., que son analizados. El siguiente apartado ha sido 
dedicado lación de sus contemporáneos hacia las ideas de 
Lobachevski, al desarrollo de estas ideas en los años ulteriores, a la 
aplicación de la geometría de Lobachevski a otras partes de las malemá- 
ticas, así como а la mecánica, física y cosmología. 

Este libro resultará sin duda de interés a estudiantes, maestros, рго- 
fesores y a toda persona aficionada a las matemáticas. 


